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Una linea recta, lo mismo que cualquier curva contenida totalmente en un plano esta
representada, en relacion con un sistema de
ejes cartesianos, por una funciéon de dos
variables, siempre y cuando dicha funcion
sea capaz de expresar la condicion comun
que satisfacen absolutamente todos y cada
uno de los puntos que constituyen dicha
linea. Por ejemplo, si pensamos en unalinea
recta paralela al eje de las abscisas,
necesitamos empezar por saber donde esta
trazada dicha paralela, lo que en el caso de
nuestra Figura 1 equivale a conocer la
distancia b. Ademas, es muy importante
admitir que absolutamente todos los puntos 2
de la paralela en cuestion, cualquiera que
sea la abscisa, tiene una
constantemente igual a b, razén porlo que la
funcién representativa de esta paralela tiene que ser y=b sin que tenga que intervenir la variable x
porque para nada influye en el valor de y. Si la constante b es positiva la paralela esta situada
arriba del eje de las x y, si es negativa abajo.

d ]

Figura 1

Como consecuencia inmediata se deduce que la funcion representativa del eje de las x, es

Resulta ahora evidente que la funciéon que representa una paralela al eje de las ordenadas
es x=a, dependiendo del signo de la constante a que la paralela esté situada a la derecha o ala
izquierda del eje de ordenadas.

Por consiguiente, el propio eje de esta representada por la funcién: x=0.
1. Ecuacion de la recta que pasa por el origen del sistema de coordenadas
cartesianas.

Vamos ahora a demostrar que toda recta que pasa por el origen del sistema de
coordenadas esta representada por una funcién de la forma y=mx o sea una funcién de dos
variables de primer grado, sin término independiente, en la que m es una constante cuyo
significado estableceremos posteriormente. Para esto, necesitamos hacer ver que esta funcion
establece o expresa la condicion comun a que se ajustan absolutamente todos los puntos que
constituyen una recta que pasa por el origen, en otras palabras debemos hacer constar que la
ordenada y de todo punto de la recta efectivamente es igual al producto de la constante m por la
abscisa x de dicho punto, es decir y=mx.

Empezaremos por hacer x=0 en la funcién, resultando asi y=0; de este modo se tiene un
punto O(0,0) que coincide con el origen de las coordenadas. Enseguida damos a la variable x otro
valor, por ejemplo c, resultando y=mc. De esta manera se tiene otro punto que es Q(c,mc).

Ahora situamos estos puntos en el plano del sistema y los unimos por medio de unarecta. A
continuaciéon tomamos sobre la recta un punto arbitrario P(x,y), desde el cual trazamos la
perpendicular al eje de las x, paralelo al eje de las y; lo mismo hacemos en el punto Q para formar
los triangulos rectangulos OPR'y OQR. Ver la Figura 2:
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De los triangulos semejantes OQR y ,

OPR' de la figura, se obtiene la siguiente 7] P
proporcion:
.-'....-.
y_mc ::N.Mt__:!.-"'-#
X ¢ G
.-"-.-l..-l.
Despejando a v: Hf’
e x o) |~ Ric.,0) R'{x0]
= 'ﬁ. [ X 1
¢ Figura 2

Simplificando, tenemos:

Que es la funcioén representativa de toda linea recta que pasa por el origen del sistema de
ejes coordenados.

Es evidente que esto mismo se cumple para cualquier otro punto que tomemos sobre la
recta, puesto que volveriamos a formar triangulos semejantes.

1.1. Pendiente de una recta (significado de la constante m).

Con el proposito de ver el significado de la constante m y de acuerdo a la Figura 3,
haremos referencia a la recta y=mx, la cual supondremos que forma un angulo A positivo, con
respecto al sentido positivo del eje de las x.

Sobre la recta tomamos un punto cualquiera

P(x,v), desde el cual trazamos la perpendicular

al eje de las x, y unimos el punto del origen con
el punto cualquiera P, para formar el triangulo
rectangulo, obteniendo la siguiente funcién "mi

trigonométrica: tan A=X; pero de la propia
X

funcion dada y=mx, se deduce que m=Y. )
X - ‘\l, *_

Sustituyendo en la igualdad anterior, se tiene: )

tan A=m Figura 3

Vemos pues que la constante m es la tangente trigonométrica del angulo de inclinacién de
la recta que precisamente recibe el nombre de pendiente de la recta, puesto que controla la mayor
o menor inclinacién con respecto al eje de las x. Tomando en cuenta que la pendiente m depende
de un angulo y que es coeficiente de x en la funciéon y=mx, también puede llamarse coeficiente
angular de la recta.

De este concepto establecemos la siguiente condicién, para que dos o mas rectas sean
paralelas, deben tener la misma pendiente, es decir:
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Cuando la constante m es positiva, indica que el angulo A de inclinacion de la recta es
agudo y, cuando es negativa, que dicho angulo mide mas de 90°, pero sin llegar a 180° ni
sobrepasar este valor.

2. Ecuacion de la recta que no pasa por el origen.

Se trata ahora de demostrar que una funcion de dos variables de primer grado con
término independiente, o sea una
funcién de la forma: .
AT PlLy)
y=m x+b

En la que b es otra constante, e ’,,a*"
cuyo significado determinaremos mas e "1 Rix,mz)
adelante, representa una linearecta, que -
no pasa por el origen del sistema de o8] L
coordenadas. ~ v

Para lograr este propdsito ] f,e*’*],: -
haremos en dicha funcion x=0, -
resultando y=b. De este modo, se tiene el
punto Q(0,b) que situamos en el plano Figura 4
del sistema de coordenadas y por él
trazamos una paralela a la recta y=mx (Ver Figura 4)

Precisamente haremos ver que la funcion y=mx+b representa una paralela que no pasa por
el origen, para lo cual tomamos sobre ella un punto cualquiera P(x,y), y demostraremos que para
ese punto, lo mismo que si se tratara de cualquier otro, se cumple la condicion de que su ordenada

sea igual a la pendiente m por la abscisa x de ese punto mas la constante b.

De la Figura 4 deducimos:

SP=y; SR=mx y RP=b

Que es la ecuacioén de la linea recta que no pasa por el origen de ejes coordenados.

Podemos observar en nuestra Figura 4 que la constante b representa la distancia que hay
desde el origen hasta el punto de interseccion de la recta con el eje de ordenadas y, constante
que recibe el nombre particular de al origen.

La Geometria Analitica conviene en llamar parametros de una linea, recta o curva, a las
constantes que intervienen en la funcion representativa correspondiente y de cuyos valores
numéricos depende la posicion que tenga dicha linea, esto independientemente del nombre y
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significado propios de cada constante. Consecuentemente, los parametros de la linea recta son la
pendiente m y la al origen b, porque son estas dos constantes de las que depende la
posicion exacta de la recta.

Sabemos perfectamente que la expresiéon y=mx+b es una funcién de dos variables, pero se
tolera llamarla ecuacion de larecta, porque desde el punto de vista grafico su solucién no es mas
que una linea recta.

Sitomamos en consideracién que a partir de la ecuacion comun de la recta y=mx+b, y que
las constantes m y b pueden ser fraccionarias, debemos admitir que para poderla escribir en la
forma implicita:

AXFBYFC S0 e (V)

tendriamos que empezar por quitar denominadores y luego ordenar todo en el primer miembro.

2.1. Ejercicios

- . 2 5 . .
1. Escribir la ecuacién de la recta y=-—x-— en su forma implicita.

SOLUCION

Multiplicando por 6 ambos miembros de la ecuacion:

6y=-4x-15

Ordenando:

4x+6y+15=0

Portanto: A=4,5=6yC=15

2, Escribir la ecuacion de la recta ' = 8x + 3 en su forma implicita.

SOLUCION

Ordenando los términos:

8x-y+3=0

Portanto: A=8,E=-1yC=3

3. Trazado de una linea recta.

Para trazar una linea recta a partir de su ecuacion, podemos utilizar uno cualesquiera de los
tres métodos o procedimientos siguientes:
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3.1 Primer método. Por tabulacion.

Se cita este procedimiento porque se considera como método general, puesto que permite
trazar también cualquier curva. Consiste en dar valores arbitrarios pero ordenados a la variable x y
en calcular los correspondientes de la funcién, con lo que se obtienen coordenadas de puntos que
se situan en el plano del sistema de coordenadas y se unen en forma consecutiva, para obtener la
grafica correspondiente.

Ejempld: Trazar la linea recta y = 2x - 5.
SOLUCION

Dando valores a la x y sustituyendo en la ecuacion de la recta dada, se determinan los
valores correspondientes a y, como se muestra en la siguiente tabla:

4 | a3 4 3 H 1 1) i '_;-,f’ 1 H
3 11 :_/
'2 '9 ._._,.-'"..-...
e 7 ”f 1
..-..___,..' ..................... gl
1 -3 T
2 | 4 [peenn o e e i S A 1
3| 1 Figura §

De acuerdo con lo anterior, la grafica correspondiente a la ecuacién y = 2x - 5 se muestra
en la Figura 5:

3.2. Segundo método. Por la ordenada al origen y la pendiente.

Ya sabemos que la ordenada al origen b nos da el punto donde la recta corta al eje de las
ordenadas, lo que equivale a conocer un punto por donde pasa la recta por trazar. La pendiente m
puede interpretarse, sin necesidad de recurrir a las tablas matematicas, recordando que la tangente
trigonométrica de un angulo es igual al cateto opuesto sobre el cateto adyacente. De acuerdo al
significado de la constante m (del punto 1.1)

Por lo que se recomienda:

1 Graficar el punto representado por el valor de la ordenada al origen b, el cual siempre
estara sobre el eje de las ordenadas y dependiendo del signo, si éste es positivo arriba del
origen del sistema de coordenadas y si es negativo abajo. De esta forma tenemos un primer
punto por el cual pasara la linea recta.

2. Como se sabe m= Y- tan 0 ; procedemos a partir del punto dado por la ordenada al origen
X

b, representamos en magnitud el valor de x a la derecha o a la izquierda, lo cual depende
del signo positivo 0 negativo que tenga, obteniendo asi uno de los lados del triangulo
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rectangulo que se formara. Dicho lado es paralelo al eje de las x.
Enseguida se representa el valor de y partiendo del extremo final del segmento anterior
hacia arriba o hacia abajo, lo que depende del signo positivo o negativo, para tener otro
lado del triangulo rectangulo, que sera paralelo al eje de las

3. Se unen el punto de la ordenada al origen y el extremo final del lado paralelo al eje de las v,

para obtener la hipotenusa de dicho tridngulo, que en realidad sera la linea recta
representada por la ecuacion dada.

EYEMPEOH. Trazar la linea recta cuya ecuacion es: y=2x-5
SOLUCION

La ecuacion comun de la linea recta y la ecuacion dada son:

y=mx+b v 4
to1 |
y=2x-5 |
1 Blx.6.
Igualando coeficientes, se tiene: - 1 ] . : e T
m=2 y b=-5, pero se sabe que: 4 f,f
4 1 A
tan@=m=2="=7Y 1 Wi gy
2 X -
| - ..-"'f
. -
Por tanto: . et m—
y=4 y x=2 Figura 6

Se siguio el procedimiento dado en las recomendaciones anteriores. La grafica de la recta,
se muestra en la Figura 6:

- . 4
-. Dibujar la recta con ecuacion =§ x+3:

SOLUCION i
L fot
De la ecuacion dada se L ymdfsx ey
observa que b = 3 y ademas: gl -
s 4
tan G=m=i=x i -*"'-f
5 X -----___,-r' ...... El Ablbanla LA,
: ~ |
Por tanto: EL |
e
y=4 y x=5 3 I . [ i H 1 i 5 M
Segun las recomendaciones Ei -
dadas, la gréfica de la linea gy
2. LA LINEA RECTA 2-7

AUTOR: PROFESOR JESUS INFANTE MURILLO
EDICION PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS



GEOMETRIA ANALITICA

recta se muestra en la Figura 7:

. . , ., 7 2
. Realice la grafica de la linea recta, cuya ecuacion es: y='§ x-g

SOLUCION
De la ecuacion, observamos
2 .
que b=- g y ademas: N T
x;m ' 64
7 , 1
tan® =m =- — = y ., ,
X . o |
: x 4
Por tanto: \
y=7 y x=-3 |
i 1 - k b=
Basandose en las o s B "‘_\ i it
recomendaciones: La grafica 3
de la linea recta, se muestra Figura 8

en la Figura 8:

3.3. Tercer método: Por los puntos de interseccion de la recta con los ejes coordenados.

Este procedimiento es muy conveniente cuando la ecuacion de la recta es de la forma
implicita, férmula (IV). Si hacemos en ella y=0, determinaremos las coordenadas del punto donde
la recta corta al eje de las x, y si hacemos x=0 encontraremos también las coordenadas del punto
de interseccion de la recta con el eje de las ordenadas, las cuales las llevamos al sistema de ejes y
se unen por medio de una recta, la que graficamente representa a la ecuacion dada.

Ejémplo: Trazar la recta con ecuacion: 3x+5y-15=0
SOLUCION
Para y=0:
3x-15=0

Despejando a x:

_15_
3
Por tanto, el punto de interseccion : : : | H""m
con el eje de las abscisas es (5,0) v 1 2 1 4 § ™K
K ™

Para x=0: 12

5y-15=0 Figura 9
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Despejando a

Por tanto, el punto de interseccion con el eje de las es (0,3)
Por medio de la union de los puntos de interseccion con los ejes de coordenadas, se
obtiene la grafica mostrada en la Figura 9:
4. Interseccién de rectas.
Para determinar el punto de interseccion de dos rectas, se hacen simultaneas sus
ecuaciones, porque siendo el punto comun para las dos, sus coordenadas del punto deben verificar

simultaneamente a las dos ecuaciones.

EUEMPLEGY. Determinar el punto de interseccion de las rectas dadas por las ecuaciones:

Igualando (1) y (2):
3x+7=-4x+8

Reduciendo términos semejantes:
7x=1

Despejando a x, se obtiene:

Sustituyendo el valor de x encontrado en la ecuacion (2):

3 49 562
PR

7 7 7

Por tanto, el punto de interseccion es:

1 52
I H y H
a7 7 0
_. Empleando el método de los determinantes, hallar el punto de interseccion de
las rectas:
B X = B Y = 2 e e (1)
B X T Y = B et (2)
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SOLUCION

Resolviendo (1) y (2) para x, se tiene:

-27 -5

= 5 7 =-189+25=_164=_2
6 -5 42 + 40 82
8 7

Para v, se tiene:

6 -27
8 5| _30+216 246 _
82 82 82

3

y:
Por tanto, el punto de interseccion de las rectas es:

I (-2,3)

41. Punto de inierseccion de tres rectas dadas.

Para que tres rectas dadas por las ecuaciones de la forma:

Y=m1X+tbi
Y=m2X+tby

Y=ms3Xtbs

se corten en un mismo punto, se debe verificar la siguiente condicion:

1 m1 b
1 m2 b, =0 (V)

1 ms b;
EJEMPLEOY. Demostrar que las rectas dadas por las ecuaciones:

y= 8x-43
y=-3x+12
y=-2x+7

Se cortan en un mismo punto}

SOLUCION

Sustituyendo los datos segun las ecuaciones dadas en el determinante anterior (V) y
desarrollando, se tiene:
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1 8 -431 8
1 -3 121 -3=-21+96+86-129+24-56=-206+206=0

1 -2 71 -2
Ahora el determinante:

1 mi+ by
1 m2 b2/ =0

1 ms bs

También puede representarse de la siguiente forma, ya que:

m1 by
m2 bo
=mib2*t*mzabs*msbi-m2bi-msb2-mib3z=0
ms3 bs
m b1
Es decir que:
mi1 by
mz2 b
0 e (V")
ms b3
mi1 by

EJEMPLO 2. Determinar la pendiente de la recta, cuya ecuacion es y=mx+5, para que pase por
el punto de interseccion de las rectas, representadas por las ecuaciones y = -3x- 5,

=4x + 2.
SOLUCION

Aplicando el determinante de la formula (V'), se tiene:

m 5

| =.5m-6+20+15+20-2m=0
4 2

m 5

Reduciendo:

-7m=-49

2. LA LINEA RECTA 2-11
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-4
Por tanto, el valor buscado de m es: m= 3 =7

5. Angulo entre dos rectas.

Con el apoyo de la Figura 10, se
trata de encontrar una férmula por
medio de la cual podamos calcular el f -
angulo que forman entre si dos rectas / o
concurrentes, representadas por sus ! ,f’# =mx+h,
respectivas ecuaciones. !

iy F
Se sabe que en todo triangulo, H,ffwa'
un angulo exterior es igual a la suma de ~

los angulos internos que no le son - j
a ! |
adyacentes. e /

FyeEmx+b,

De acuerdo a lo anterior y

basandose en la Figura 10: Figura 10

V+ai=a:

Despejando a V:

V=az-ay

Tomando la tangente en ambos miembros de la ecuacion:
tan V=tan(az-a4)

Aplicando la tangente de la diferencia de angulos:

tan g, - tan g4
1+tanqg tanq,

tanV=tan(qgs-a1)=

Como:

tan a1=m1

tanaz=m:

Sustituyendo:

ANV = 2 e (VI)
1+mim2

Esta formula puede aplicarse tal como se presenta.

Para el caso en el cual las dos rectas concurrentes formen entre si dos angulos

suplementarios, uno agudo y otro , Cuyas tangentes trigopnométricas son iguales y de signo
contrario, la férmula anterior se aplica en la siguiente forma:
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ANV = T T 2 e (VI')
1+mim:
Condicion de perpendicularidad de dos rectas.

Cuando dos rectas se cortan perpendicularmente, es evidente que el angulo que forman
es V=90°, por tanto:

tan V=tan90° =
Y de acuerdo con la férmula (VI) anterior, tendremos:

00 = ma2-mi1

1+mim2

Rearreglando la ecuacion:

_Mm2-m1_
T+mimz=—"——=0
00

1+mim.=0

Despejando a my:

Segun esto, para que dos rectas sean perpendiculares, deben tener pendientes

reciprocas y de signos contrarios, como es el caso de las siguientes rectas:

5.2.

2
= —x+6
y 5
=-§x-8
2
Ejercicios

. . , 1 .
Las pendientes de los lados de un triangulo miden 2’ 1y 2. Demostrar que el triangulo es

isosceles.
SOLUCION

Se sabe que un triangulo de este tipo, es el que tiene dos lados iguales y uno desigual.

2. LA LINEA RECTA 2-13
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1
tanA=_M2"M1 _ 2 - 2

1+mim2 1+1,1 1+

1 3 3
- 2- 5 o 3
tanB = ms~mfH = 2 = 2 =;=f
1+mims 1+1.2 1+1 2 4
2
Finalmente, la tangente del angulo C, cuyos lados tienen pendientes m, y ms, esta dada
por:
tanc=M3s-mz . 21 _ 1 _1
1+moms 1+12 1+2 3
Como:
tanA=tanC

Resulta claro que A = C y por tanto, el triangulo es isésceles.

2. Demostrar que a partir de la ecuacion (y+8)2=x2, se obtienen dos rectas

perpendiculares.
SOLUCION

Como la ecuacion de toda recta debe ser fundamentalmente de primer grado, extraemos
raiz cuadrada a los dos miembros de la ecuacion propuesta:

De la expresién anterior, se obtienen las ecuaciones de las rectas pedidas:

y+8= X
y+8=-x

Despejando a y de cada una de las ecuaciones anteriores:

2. LA LINEA RECTA 2.14
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y= x-8
y=-x-8

Las rectas resultantes son perpendiculares, porque sus pendientes 1 y -1, son
reciprocas y de signos contrarios.

3. La ordenada al origen de una recta es 7. Determine su ecuacion sabiendo que debe ser
perpendicular alarecta 4 x+9 y-27=0.

SOLUCION

La ecuacion por determinar debe tener la forma y=mx+7, en la inteligencia de que m debe
serreciprocayde signo contrario con relacién a la pendiente de la recta dada, razén por
la cual despejamos a de la

ecuacion conocida:

9y=-4 x+27
=48 xed

4
=-— x+3
y 9

Aplicando la  condicion de

perpendicularidad de dos lineas i |

rectas, segun la formula (VII) y de I

la ecuacion anterior se tendra que Y T
9 -, madx+t/ 1

m=Z , entonces la ecuacion de la r_,i ............... -

linea recta pedida es: Figura 11

9
=— X+7
4
La grafica correspondiente se presenta en la Figura 11.

6. Ecuacion de la recta que pasa por un punto dado.

Por lo que sabemos, nos
consta que cualquier recta tiene una
ecuacion de la formay = mx + b, la

que solamente estara bien definida
cuando conozcamos los parametros m
y b. Con tendencia a calcular cuando
menos uno de estos parametros,
tomaremos en consideracion que si ey}
hay una infinidad de rectas que pasan
por el punto conocido P(xi, Vi), las
coordenadas de éste deben verificar
la ecuacion de cualesquiera de ellas,
en cuyo caso se tiene:

Figura 12
AUTOR: PROFESOR JESUS INFANTE MURILLO
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y,=mx b

Despejando a b:

b=y,-mx,

Este es, el valor que justamente debe tener b para que la ecuacion y = mx + b represente,
no cualquier recta, sino Unicamente las que pasan por el punto P(x4, y;) conocido, como se muestra
enla Figura 12.

Por consiguiente, si sustituimos el valor de b en la ecuacién ya mencionada, obtendremos:

y=mx+b=mx+y, -mxy;

Ordenando y factorizando, se tiene:

Y m Y TN (X = X1 ) o (Vi)

Que es la ecuacion general de todas las rectas que pasan por un punto P conocido, una
diferente para cada valor distinto de la pendiente m.

6.1. Ejercicios
1. Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(-3, -5) y es paralela a la recta

2
y=-—x+9.
3

SOLUCION
La ecuacion por determinar debe tener la forma:
y-y,=m(x-x,)
En la que, segun datos:

.2

x1=-3 ; y,=-5 ; m= 3

Por tratarse de rectas paralelas y de acuerdo a la condicién de paralelismo, las pendientes
son iguales, es decir: m1=m2-

Sustituyendo, la ecuacion pedida es:
2
+5=-—(x+3
y 3( )

2
+5=-Sx-2
Y 3

2. LA LINEA RECTA 2-16
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Finalmente, despejando a
2
y=-—x-7
3
2. Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de interseccion de las rectas:

5x-3y=-2 y 8 x+7 y= 44 y es perpendicular a la recta que esta definida por la

. 2
ecuacion: y=g x+1

SOLUCION

La ecuacion que se trata de obtener debe ser de la forma dada por la férmula (VIII), en la
inteligenciade que m = - E , por condicion de perpendicularidad, en tanto que x4y y: son

las coordenadas del punto por donde debe pasar dicha recta, el cual esta definido por la
interseccion de las dos rectas dadas, por consiguiente, tales coordenadas se calculan
haciendo simultaneas las ecuaciones de esas dos rectas conocidas.

Resolviendo por determinantes, se obtiene:

-2 -3
44 7| -14+132 118
X1= = = :2
5 -3 35+24 59
8 7
5 -2
18 44 _220+16_236_4
1 59 59 59

Por tanto, el punto | de interseccion es:
1(2,4)

Sustituyendo x4, v+ y m en la ecuacion dada por la formula (VIII), se obtiene la ecuacion
solicitada:

3 3
-4=-—(x-2)=-—x+3
y 2( ) 5
Finalmente, despejando a
3
=-— X+7
y 2

3. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(4,10) y forma un angulo de 45°

3
conlarectay = Ex'

2. LA LINEA RECTA 2.17
AUTOR: PROFESOR JESUS INFANTE MURILLO
EDICION PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS



GEOMETRIA ANALITICA

SOLUCION

La ecuacion por determinar debe tener la forma dada por la férmula (VIII) Sustituyendo los
datos conocidos, se tiene:

De esta ecuacion, nos falta conocer la pendiente m, la cual podemos obtener utilizando la
formula del angulo entre dos rectas concurrentes, o sea:

maz2-m
tanV:#

1+m+ m2
Si consideramos que:

tanV =tan 45° =1

_3

mi1=_

2
m=m="7?

Sustituyendo valores:

m_§ 2m-3
1= 2 _ 2 _2m-3
1+37m 2+3m 2+3m
2

Quitando denominadores:

2+3m=2m-3

Despejando a m:

m=-5

Es decir, la ecuacion pedida se obtiene sustituyendo el valor de m en la ecuacion (1):
y-10=-5 (x-4)=-5x+20

Finalmente, despejando a

y=-5x+30

Pero también puede tenerse la situacion en la cual:

tan V=tan 45° =1
m=m = 7? (en este caso es desconocida)

mz—a

2. LA LINEA RECTA 2.18
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Entonces:
§ 3-2m
1= 2-m _ 2 _3-2m
1+37m 2+3m 2+3m
2 2

Quitando denominadores:
2+3m=3-2m

Despejando a m:

Consecuentemente, obtendremos la
otra solucion, sustituyendo el nuevo

valor de m en la ecuacion (1): y = 105 x + 4616
1 1 4
-10=— (x-4)=—x-—
y s ( ) £ X5
Finalmente, despejando a
5 5 I'|- P
1
Que también cumple con o B . I'. Rt
establecido. La Figura 13 muestra #' 9 1 54587 % X
graficamente los resultados _
obtenidos. Figura 13
7 Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados.

Ya hemos visto que cualquier recta que pasa por P, debe tener una ecuacion de la forma:

y-y=m(x-x1)

’
Como por el punto P pasan una #H,a—’..u.. '
infinidad de rectas, la ecuacion que se acaba e
de expresar, representara la que también pasa =
por el punto Q, solamente si se cumple la ,H“J,
siguiente condicion (de acuerdo a la Figura 14): Rl = R
.-'"....-.
RQ _NQ-NR
m=tana=——= p
P PR -~
1P M H r
Figura 14
2. LA LINEA RECTA 2-19
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Pero
NR=MP
PR=MN
Y
MN=ON-
Por lo que
NQ-MP

m:

MN

Sustituyendo en m:

Yo~V

m=——

X2*=X1

Que es la pendiente de la recta que pasa por dos puntos dados.

Al sustituir este valor en la ecuacion original, féormula (VIII), obtenemos:

Yo~V

Y m Y T 2T (X X 4) certeeee ettt (1X)

X2~ X1

Que nos representara a la ecuacion de todas las rectas que pasan por dos puntos

conocidos.

Esta misma ecuacion se puede representar en el determinante siguiente:

1
1
1
1

X1

X2

X

X1

Y
Y,

y
Y
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8 Ejercicios
1. Determinar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(-3,5) y Q(7,-3).
SOLUCION

La ecuacion debe tener la forma dada por la formula (IX), en la que sustituyendo las
coordenadas de los puntos dados, se obtiene:

-3-5 8 4 12
-5= x+3)=- X+3)=-— x-
Y 7+3 ( ) 10( ) 5 5

Despejando a vy, se obtiene la ecuacién buscada:

4 13
= X+

5 5

Ahora, por el determinante de la formula (IX'), tendremos:

-3 5
7 -3
=9+7 y+5 x-35+3 x+3y =0
X oy
-3 5

Reduciendo términos semejantes y ordenando:

10 y=-8 x+26
5y=-4 x+13

Despejando a

5 5

Se observa que se obtiene la misma ecuacion de la recta.

2. Los vértices de un triangulo son: A(-2,2), B(2,6) y C(6,-4):
a) Demostrar que la recta que une los puntos medios de dos de sus lados es
paralela al tercero.
b) Demostrar que sus tres medianas se cortan en el mismo punto.
C) Demostrar que el punto de interseccion de las medianas, llamado centroide del

triangulo, esta situado a las dos terceras partes de la magnitud total de cada
mediana, a partir del vértice correspondiente.

d) Demostrar que las tres alturas se cortan en el mismo punto.
e) Demostrar que las tres mediatrices son concurrentes.
2. LA LINEA RECTA 2-21
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SOLUCION

Llevando los datos a la grafica de la Figura 15:

a) Las coordenadas del
punto medio del lado
AB estan dadas por: 1 B
_XA+XB_'2+2_0 :E'
XM1 2 2 T -\-\--H-""-\-_
A 1 T
_Yatys_ 2+6_ i TN
Ym. ™ = =4 ! . : ; Ll
2 2 = 4 3] T @ & 53 ¥ 1
Por tanto, las coordenadas del :
punto medio del lado AB son: 1 e
M1(0’4)
Figura 15

Las coordenadas del punto
medio del lado BC estan

dadas por:
=XB+XC=2+6=4
XM2 2 2
YgtYyc_6-4
= = =1
Yma™ 5 2

Por tanto, las coordenadas del punto medio del lado BC son:
M 2 ( 4 ’ 1 )

Para que las rectas M1M. Yy AC sean paralelas, debieren tener la misma pendiente, lo
cual necesitamos comprobar. Asi tenemos que:

. —— 4-1 3
Pendiente de M1M2 = =-—
0-4 4
. — 2+4 6 3
Pendiente de AC= = =-—
-2-6 -8 4

Puesto que ambas pendientes son iguales, las rectas son paralelas.

b) En el inciso anterior, se determinaron las coordenadas de los puntos medios de los
lados AB y BC, dados por M; y My, respectivamente. Las coordenadas del punto
medio del lado AC estan dadas por:

. _XpatXe  —2+6 _
"2 T 2

2
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_Yatyc_ 2-4
2 2

yM3 =-1

Por tanto, las coordenadas del punto medio del lado AC son:
M 3 ( 2 [ 1 )

Para demostrar que las tres medianas se cortan en el mismo punto, primero se deben
encontrar sus ecuaciones, para después hacer simultaneas dos de ellas y sustituir los
valores encontrados en la tercera ecuacion para comprobar que se verifican. Para esto,
tendremos que la ecuacion de cada mediana corresponde a la férmula (1X)

De acuerdo a la definicion de la mediana, sustituimos los valores de las coordenadas de los
puntos C y M; en la férmula (IX), para obtener la ecuacién de la mediana CMm;:

4+4 4
+4= X-6)=-— x+8 '
y O_6( ) 3 t i
T |
Despejando a v: M |
[ — ) w2443
yo-d xea ) g L N
3 S S — s —
.5 1 1} 1 1 3 4 ] E i
Para la ecuacion de la mediana r u, )
A M2, sustituimos los valores de 1 o E
las coordenadas de los puntos A'y ¢
M, en la férmula (IX):
Figura 16
1-2 1 1
-2= X+2)=-— X-—
y 4+2 ( ) 6 3
Despejando a y:
1 5
. S 2
y=-o - (2)

En el caso particular de la mediana B M 3, segun la Figura 16, observamos que los puntos

por la que ésta pasa tienen la misma abscisa, por lo que esta recta es paralela al eje de
y Su ecuacion es simplemente:

Para comprobar la ecuacién anterior, se sustituyen las coordenadas de los puntos B y M; en
la formula (IX), multiplicando previamente ambos miembros de la ecuacion por x,-x4 para
evitar dividir entre cero:

(2-2) (y-8)=(-1-8) (x-2)=-7 (x-2)=-7Tx+14
0 (y-6)=-7x+14
0=-7x+14

2. LA LINEA RECTA 2.23
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Despejando a x:
x=2
Con lo cual queda comprobado.

Enseguida, haciendo simultaneas las ecuaciones (2) y (3), para lo cual sustituimos (3) en

2):

1
(2)+§= +§=

1
s N

(SN

De lo anterior, concluimos que el punto de interseccion de las medianas AmM2 Y BM3,
representadas por las ecuaciones (2) y (3) es:

102,24
0o 30

Sustituyendo las coordenadas del punto | en la ecuacién (1), se obtiene:

4 8 12
—+

z_=
3 3 3 3

Con lo que queda demostrado que las medianas del triangulo se cortan en el mismo
punto.

c) Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos, vista en el Capitulo 1, las
distancias de Calyde C a My, son:

CI=\/(6-2)2+(-4-4)2 =J42+<-16)2 =\/16+256 =J144+256 =J4°° e
3 3 9 9 9 9 3

CM:=-/(6-0)2+(-4-4)2 =./p2+(-8)2 =-/36+64 =-/100 =10

De los resultados, se ve claro que Cl=

CM.

wWIN

De la misma forma, las distancias de A alyde A a M,, son:

- 4 4 144 4 148 _2
Al=_[(-2-2)%+(2-_)7 =\/16+ = —+— =\/ == /37
\/( )+ 3) 9 9 9 9 3

AM,=(-2-4)2+(2-1)2 =/36+1 =/ 37

Por tanto: Al=

AM:,

WIiN

Las distancias de B a | yde B a M, estan dadas por:
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AUTOR: PROFESOR JESUS INFANTE MURILLO
EDICION PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS



GEOMETRIA ANALITICA

S e 2 iem 27
BI—\/(Z 2)%4(6-)*=6- == (7)
BMs=-/ (2-2)7+(6+1)" =7

— 2
Por tanto: BI=§ BM;

Con lo que queda comprobado que el centroide del triangulo esta situado a las dos
terceras partes de la longitud de cada mediana, a partir del vértice correspondiente.

La Figura del inciso b), muestra los resultados obtenidos.

d) Cada altura debe tener una ecuacion igual a la férmula (VIII), porque pasa por un
punto conocido y su pendiente debe ser y de signo contrario con
relacion a la del lado respectivo. Las pendientes de cada lado del triangulo, estan
dadas por:

. — 2-6 -4

Pendiente del lado AB= =—=1

-2-2 -4
. — 6+4 10 5
Pendiente dellado BC=——=——=-—
2-6 -4 2
. — 2+4 6 3
Pendiente dellado AC=——=—=-—
-2-6 -8 4

Sustituyendo las pendientes correspondientes en la ecuacion de la recta que pasa por un
punto dado, formula (VIIl), tenemos que la ecuacion relativa a la altura del lado AB es:

y+4=-1(x-6)=-x+6

Despejando a

La ecuacion de la altura relativa al lado BC es:

2 2 4
-2=— (x+2)=— x+—
y-2=, (x+2)= x+_

Despejando a

La ecuacion de la altura relativa al lado AC es:

4 4 8
-6=— (x-2)=— X-—
y-6=4 (x-2)=2x-
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Despejando a

=2 x+ 1 3)

3 3
De las ecuaciones (1), (2) y o e
(3), se tiene: 1l
mi= -1, b,=2 w- T |

1 ”‘I':;d

_2 14 A7
ma2 5 3 2 5 _\
m3=ib3=9 -5-1:[!_“;:3‘3455:

3’ 3

Sustituyendo los valores

anteriores en la formula (V'), T =
condiciéon para que tres
rectas sean concurrentes, "
se obtiene: Figura 17
-1 2
2 14
5 5 _ 14 4.8 4 56 10_-42+20+40-12-56+50 _
5 3 3 3 15 3 15
4 10
3 3
-1 2
=110-110=0
15

ZoI@r-sleMEERres alturas se cortan en el mismo puntof

La Figura 17, muestra los resultados obtenidos.

e) Las mediatrices son perpendiculares a los lados de un triangulo y pasan por sus
puntos medios. Como ya conocemos las pendientes de los lados, aplicando la
condicion de perpendicularidad, entonces las pendientes de las mediatrices
seran reciprocas y de signo contrario. Por tanto, usando la formula (VIII), la

ecuacion de la mediatriz del lado AB es:
y-4=-(x-0)=- x

Despejando a
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Siguiendo el mismo procedimiento, para la mediatriz del lado BC se tiene:

2 2 8
-1=— (x-4)=— x-—
y 5( ) 5 X e
Despejando a
2 3
e ST 2
y=g X (2)

Para la mediatriz del lado AC, se obtiene:

4 4 8
+1=— (x-2)=— X-—
y 3( ) 3 X3
Despejando a
4 11 o X
y=_ Xx- - (3)

3 3

De las ecuaciones (1), (2) y

(3) se tiene:
A
m1='1 y b = 4
_ 2 _ 3
mz—g,bz—'g - E X
_4 oM
ms 3 » D3 3 |
Aplicando la férmula (V'), T G
condicién de concurrencia de _
tres rectas, se tiene: Figura 18
-1 4
2 3
5 5 _3 22+E 8 12 11_9-22+80-24+12-55 _
515 3 5 15 3 15
4 N
3 3
-1 4
101-
_101 101=0
15

Por tanto, las mediatrices son concurrentes, como se puede ver en la Figura 18.

Un punto dista siete unidades del origen del sistema de coordenadas y la pendiente de la
recta que lo une al punto A(3,4) es 1/2. Determinar las coordenadas del punto.
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SOLUCION

Sea P(x,y) el punto por determinar. De acuerdo con el enunciado, su distancia el origen
esta dada por:

PO= . x2+y2 =7

Elevando al cuadrado ambos miembros:

Como la pendiente de la recta que une los puntos P y A, debe ser igual a 1/2, entonces:

y-4
x-3

Pendiente de PA =

N |-

Quitando denominadores y simplificando:

2(y-4)=x-3
2y-8=x-3

Despejando a x:

Sustituyendo (2) en (1), desarrollando y simplificando términos semejantes, se obtiene:

(2y-5)*+y?=49
4y?-20y+25+y*=49
5y?-20y-24=0

Resolviendo para

,-20%1400+480 _20+880 204 55 102 55 10+14.83

10 10 10 5 5

Considerando ambos signos, se tienen los siguientes valores de

_10+14.83 _ 24.83

Y : = 4.97
= 10-14.83 _ 4.83 -.097
5 5

Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion (2), tenemos:

x1=2(4.97)-5 = 9.94-5 = 4.94
x2=2(-0.97)-5=-1.94-5 =-6.94
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Por tanto, los dos puntos que satisfacen
el problema son:

P1(4.94,4.97) , P,(- 6.94,- 0.97) [ M s asn)
-
S r
La Figura 19, muestra graficamente los _H..-:" d
resultados obtenidos. L~ ;
___---“".. 1
4. Un punto es equidistante de A(2,1) y L o T il N B
de B(-4,3) La pendiente de la recta que f‘;['g_u : ?;:xx T }
5 E TR gl
lo une con C(1,-1) es de B Encontrar ST 7 Unidades
dicho punto.
Figura 19

SOLUCION

Sea P(x,y) el punto por determinar. De acuerdo con el enunciado, la distanciade P a Ay de
P a B debe ser la misma, es decir: PA=PB.

Aplicando la férmula de la distancia entre dos puntos a la expresion anterior:

J(x=2)7+(y-1)" = (x+4)’+(y-3)’
Elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando y reduciendo términos semejantes:

x2-4x+4+y®-2y+1=x2+8x+16+y -6y +9
4y=12x+20

Despejando a

La ecuacion de la recta con pendiente m que pasa por el punto C, esta dada por la férmula
(VIN), en la cual sustituimos los datos conocidos para tener:
2
+1=— (x-1
y 3 (x-1)
3(y+1)=2(x-1)
3y+3=2x-2

Rearreglando la ecuacién anterior:
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Sustituyendo (1) en (2), desarrollando y reduciendo términos semejantes, se obtiene
2x-3(3x+5)=5
2x-9x-15=5
- 7x=20

Despejando a x:

20 Bi-4,9]
o o | o - = S 1
7 |I Distamcia gyl g 1
| \ ;s;
Sustituyendo el valor de x en (1): ',r}; % e 1 AL
2 25 B
=B 0 60 . 375 _

; u.:z&;m/,ﬁ;’s:.
+5H5=- = 1
7) 77 7 |

\ / I
Por tanto, las coordenadas del punto \ |
buscado son: | R P |
PL-20T,-28T) 41
20 25
P H' " H
o 7 7 [0

Figura 20

La Figura 20, muestra graficamente los resultados obtenidos.

Otra forma de resolver el problema se presenta a continuacion: Apoyandonos en la figura
20, las coordenadas del punto medio M del segmento AB son:

_Xstxa_-4+2_ y
XM 2 2
YetVYa 3+1
= = =2
Ym 2 2

Por tanto, las coordenadas del punto M son:

mM(-1,2)

Por ser recta que pasa por dos puntos conocidos, su pendiente esta dada por:
1-3
2+4

m A = =

2_.1
6 3

Para obtener la ecuacion de la mediatriz del lado AB, se aplica la ecuacion de la recta que

pasa por un punto dado, férmula (VIIl), y como son perpendiculares su pendiente sera
reciprocay de signo contrario, por lo que:

y-2 = 3(x+1) = 3x+3

Despejando a
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2
La ecuacion de la recta que pasa por el punto C es de la forma (VIII), en donde m=g

segun el enunciado. Por tanto:

2 2
+1=— (x-1)=—x-—
y (x-1) 3% 3
Despejando a
=§x-: ................................................................................................................... (2)

Igualando (1) y (2), reduciendo términos semejantes y simplificando, se tiene:

3x+5=gx-§
3

9x+15=2x-5
7x=-20

Despejando a x

20
7

X=-

Sustituyendo en (1):

60 35 25
- +_— =

7 7 7

Por tanto, las coordenadas del punto P buscado son:

20 25
pH-%2,.%2 H
o 7 7 [
5. Un triangulo equilatero tiene su base en el eje de las x y su veértice en el punto C(3,5).

Determinar las ecuaciones de sus lados.
SOLUCION

Como la base del triangulo se encuentra sobre el eje de las x, la ecuacion del lado
AB es y=0.

De las propiedades del triangulo, se sabe que:

m ac =tan 60° = \/g
m sc =tan 120° =--/3
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La ecuacion del lado A C, se obtiene de acuerdo con la formula (VIN). Sustituyendo datos:

y-5=-/3 (x-3)=-/3 x-3 /3

C
Despejando a |
y=-/3 x+5-3 +/3=/3 x-0.19 | T

b i

Siguiendo el mismo procedimiento, la i
ecuacion del lado BC sera: 1 |

i
y-5=- /3 (x-3)=- /3 x+3 /3 1 A i

I B

Despejando a v: % 1 2 31 4 & @ %
y=- /3 x+5+3 +/3=-/3 x+10.19 Figura 21

La Figura 21 muestra graficamente los resultados obtenidos.

6. Los vértices de un tridangulo son: A(4,-2), B(-4,-4) y C(1,2). Determinar el centro de la
circunferencia circunscrita a dicho triangulo.

SOLUCION

Los datos del problema se
presentan graficamente en la ¥
Figura 22: I

El centro P es el punto donde

concurren las tres mediatrices, por T
lo que basta determinar la TR h
interseccion de dos cualesquiera 4 3 3 A8 17
de ellas, por lo que determinaremos
sus ecuaciones. P_Ifu-' M

De esta manera, de acuerdo a la M,
figura adjunta, para el punto B T

medio del lado AC, My, se tiene:

XM:xC+xA=1+4=§ Figura 22
! 2 2 2

YctYa_2-2
2 2

Y, =

Por tanto la coordenadas del punto M; son:

M H§,0 H
02 0O
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Para el punto medio del lado AB, M,, se obtiene:

_Xxptxa_-4+4 _

0
Xme™ g 2
Yetya_-4-2
= = :-3
Y 2 2

Por tanto las coordenadas del punto M, son:
M 2 ( 0 [ 3 )

Ahora para determinar las pendientes de los lados AC y AB, aplicamos la formula
Y2~ Y4
X2~ X1
contrario, por lo que la pendiente del lado CA es:

tan6=m= ya conocida, las cuales, para las mediatrices seran reciprocas y de signo

_Yc-Ya_2+2_ 4
mca—-— ——~ ~~—° =

Y la pendiente del lado BA es:

—:yB-yA=-4+2=-2=1
MeA T e-xa -4-4 -8 4

[oe]

Una vez conocidos los resultados anteriores, aplicando la formula (VIII), obtendremos la
ecuacion de la mediatriz del lado CA es:

y-0 = 3 HXEH

40 20

Desarrollando y despejando a

Aplicando la formula (VII), se obtendra la ecuacion de la mediatriz del lado BA :
y+3=-4 ( x-0 )

Desarrollando y despejando a
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Haciendo simultaneas (1) y (2):

éx-EL 4x-3
4 8

Quitando denominadores:
6x-15=-32x-24
38x=-9

Despejando a x:

Sustituyendo en (2):

9 18 57 _ 39
y=-4-> Ha=18.57
O 38 [] 19 19 19

Por tanto, las coordenadas del centro P de la circunferencia circunscrita en el triangulo son:

9 39
0 38 19
7. Una diagonal de un cuadrado une los vértices A(1,2) y C(2,5). Obtener las ecuaciones

de los lados del cuadrado.
SOLUCION

Tomando en consideracion que cada lado del cuadrado forma un angulo de 45° con la
diagonal, podemos aplicar la férmula (VI) en la cual:
tan V =tan 45°=1

m+=pendiente delladoB C =?

m, = pendiente dellado A C

Donde, con apoyo de la expresién m = u, se tiene que la pendiente del lado AC es:
X2 = X1
5-2
mao = =3
2 2.1

Sustituyendo en la formula (V1) y simplificando:

_ 3-my
143 mi
1+3m1=3-mj
4m1=2
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Despejando a m,, se obtiene:

Que es la pendiente del lado BC.

De esta manera, la ecuacion del lado BC se obtiene sustituyendo valores en la formula
(VIIN):

Similarmente, la ecuacion del lado CD, el cual es perpendicular al lado BC, es decir m=-
2; sustituyendo datos se tiene:

y-5=-2 (x-2)=-2 x+4
Despejando a
y=-2x+9

Para la ecuacion del lado AD se tiene:

1 1 1
-2=— (x-1)=— x-—
Y 2 ( ) 2 2
Despejando a I ! C(2.5)
A
y=1 x+E 1. Blod) f w
2 2
. 1 / D{3,3)
Para la ecuacion del lado ;,,{s'
BA, el cual  es /
perpendicular al Ia_do BC, A{1,2)
por lo que m=-2; sustituyendo
valores: T
y-2=-2 (x-1)=-2 x+2 .
1] 1 2 ] X
Despejando a Figura 23

y=-2 x+4

La Figura 23 muestra graficamente los resultados obtenidos.
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8. Trazando perpendiculares desde el punto P(5,0) sobre los lados del triangulo cuyos
vertices son A(4,3), B(-4,3) y C(0,-5). Demuéstrese que los pies de las perpendiculares
estan en linea recta.

SOLUCION
La Figura 24 muestra graficamente los datos del problema.
De la Figura 24, el punto D es de obtencion inmediata: D(5,3)

Basandose en la formula (IX), linea recta que pasa por dos puntos, la ecuacion del lado
AC es:

-5-3 _-8 Aoy
04 (x-4)—_4 (x-4)=2 (x-4)=2x-8

Despejando a

Con el propdsito de encontrar las coordenadas del punto E, la ecuacion de la perpendicular

— — 1
PE allado AC, con pendiente m = _E y como la recta pasa por el punto P(5,0), se tiene:

1
-0=-—-(x-5
y 2( )
Despejando a
1 5
. S it 2
y=-, - (2)

Haciendo simultaneas (1) y (2), por ser

rectas concurrentes, se tiene: B - A

-1 T ;
2x-5=—x+ ° H{;"j

2 T Lo |
b . %=L
Multiplicando por 2 ambos miembros: e EL WL e
4x-10=-x+5 f_,.-':._.__.-'"".
5x =15 EXST

Despejando a x: Yop
x=3 Figura 24

Sustituyendo en (1):

y=2(3)-5=6-5=1 0 y=1
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Por tanto las coordenadas del punto E son: E(3, 1)

Siguiendo el mismo procedimiento, la ecuacion del lado BC esta dada por la formula (1X),
por ser recta que pasa por dos puntos dados; por lo que:

- =-5-

3
x+4)=-2 (x+4)=-2x-8
oag ()= 2(x44)

Despejando a

La ecuacion de la perpendicular PF allado BC esta dada por la férmula (VIII), por ser recta

que pasa por el punto dado P(5,0), con pendiente m =;:

1
-0=— (x-5
y 2( )

Despejando a

Haciendo simultaneas a (3) y (4), por ser rectas concurrentes, se tiene:

1 x-§=-2x-5
2 2

Multiplicando por 2 ambos miembros:

x-5=-4x-10
5x=-5

Despejando a x:

x=-1

Sustituyendo en (3):
y=-2(-1)-5=2-5=-3

Por tanto las coordenadas del punto F son:
F(-1,-3)

Como ya conocemos las coordenadas de los puntos D, E y F, recurrimos ahora a la
condicién para que tres puntos estén alineados:
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5 3
3
=5-9-3-9+1+15 = 21-21 =0
-1 -3
5 3

Siendo nulo el determinante, queda demostrado que los pies de las perpendiculares o
sean los puntos D, E y F, estan en linea recta.

9. Ecuacion para la distancia de un punto a una linea recta.
Este concepto es de gran utilidad cuando se trabaja con puntos y y las relaciones
entre ellos.

Obtendremos una férmula para calcular la distancia desde un punto dado por sus
coordenadas hasta una dada por su ecuacion. Distancia que consideraremos siempre como
la minima; es decir, la distancia medida sobre la perpendicular ala daday que pasa por el
punto dado, como se ve en la Figura 25:

Desde el punto P se trazan las perpendiculares a la y al eje de las x y formamos el
triangulo rectangulo EFP.

Del triangulo rectangulo EFP se . Pl
deduce:
d o
cos A = ﬁ \\d y=mi+h

|1

Despejando a d: 10"

F

d = EPcosA (1) E{x,,mx, + b}
i1 i

m
1
5
1
T
I
=
5ok
>

Donde: Figura 25
P=y,
E =myxq t b

Sustituyendo:

Ademas, de la expresion pitagorica:

sec’A = 1+tan’A
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La cual se puede expresar como:

secA =+./1+tan’ A

y como se sabe que:

tan A=m

Por otra parte, tenemos:

COSA =

sec A
En la que sustituyendo los datos anteriores queda:

cos A= L = L (3)

i«/1+tan2A + 1+m2

Sustituyendo (2) y (3) en (1):

y,-mxq-b

t./ 1+ m?
(ORI EIl N TR SR o lplelelNelelnsle}f O rmula de la distancia de un punto dado a unarecta

BEEE. Los subindices corresponden a las coordenadas del punto P(x1,y:).

d=

Se ha convenido en que la distancia sea positiva siempre que el punto esté arriba de la
recta y negativa si estd abajo. En estas condiciones, tal parece que el doble signo de la férmula
debe emplearse en cada caso el que convenga, para que la distancia resulte con el signo que le
corresponda. Sin embargo, la féormula tiene la propiedad de dar automaticamente la distancia y su
signo algebraico empleando siempre *= antes del radical, o sea que la formula se expresa
definitivamente de la siguiente manera:

-mx,-b
S e (X")
A1+ m2
CERNEjercicios
1. Calcular la distancia desde el punto P(7,-3) hasta la recta y = x - 2.
SOLUCION
Aplicando la férmula (X'), para la cual segun los datos: y,=-3, x4=7, m=1y b=-2,
g2 3-((M)-(-2) _ -8 _ 842 L A
J1+1 J2 2
Por ser de signo negativo el resultado, el punto esta por debajo de la linea recta.
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2. Calcular la distancia desde el punto Q(5,3) hasta la recta y = x - 2.
SOLUCION
Aplicando la formula (X'), con los datos: y,=8, x,=5, m=1 y b=-2.

_8-(1)(5)-(-2) _ 5 _512
J1+1 2 2

Como el resultado tiene signo positivo, el punto esta arriba de la linea recta.

d

Cuando, en particular, se trata de la distancia del origen del sistema de coordenadas a
una recta, como las coordenadas del origen del sistema son nulas, la formula (X')
simplemente se reduce a la siguiente:

g (X"

N 1'|'m2

La Figura 26 muestra graficamente la .
situacion anterior. .

3. Calcular la distancia entre las rectas et
cuyas ecuaciones son: \\\

SOLUCION 4

Como las rectas dadas son paralelas,

es decir tienen la misma pendiente, la Figura 26
distancia es la misma en cualquier

region de ellas, como se observa en

la Figura 27. En este caso, para - = {433
mayor facilidad la distancia la ! ry
calculamos desde el origen del I = (4I5)x - §
sistema, por donde pasa una de )

4 il /
ellas, hastalarecta y = ;x-G.Se R _;f,:ﬂ — ,;’f; -
puede ver que O(0,0), b=-6 y m=4/3, | N
entonces aplicando la féormula (X"), ;’r /
se obtiene: i | ¢

i l ._,.-"
__6 __6 _6_18 7
\/ 16 \/25 5 5 1
1+ — — =
9 9 3 Figura 27

Cuando la ecuacion de la linea recta esta expresada en su forma implicita, es decir,
cuando tiene la forma Ax+By+C=0, la férmula (X') toma el aspecto que indicaremos
enseguida. Por lo pronto, de la ecuacion de la recta se deduce:
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Ax+By+C=0
By=-Ax-C
_-A -C

= x +
y B B

En donde, de acuerdo a la ecuacion y=mx+b tenemos que:

-A -C
b=
B y B

m-=

Sustituyendo en la formula (X') se tiene:

LAxi,C Axi+By,+C

4= B B_ B
WA e

2 2

B B

En esta expresion no existe la misma propiedad de que la distancia resulte
automaticamente con todo y su signo, sino que la férmula realmente debe expresarse asi:

Del doble signo se empleara en cada caso el que convenga para que la distancia resulte
con todo y su signo verdadero. Por consiguiente, consideraremos como mas util la féormula
(XY).

4. Determinar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(-2,4), hasta una
circunferencia con centro en el origen del sistema de coordenadas, cuyo radio mide 2
unidades.

SOLUCION

Cada una de las tangentes debe tener una ecuacion obtenida de la féormula (VIIl), recta que
pasa por un punto dado. Sustituyendo las coordenadas de P:

y-4=m HX+1 Hem x+™
O 20 2
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Despejando a

Esta ecuaciéon estara perfectamente definida en cuanto conozcamos el valor de la
pendiente m.

Precisamente con el fin de calcularla, tomaremos en cuenta que en los puntos de
tangencia, el radio igual a 2 puede considerarse como la distancia del origen a cada
tangente, por lo cual podemos emplear la férmula (X"), para la cual se tienen:

d=2

Asi que sustituyendo tenemos:

4T +a 4
,. 02 0

1+m2

Elevando a cuadrado ambos miembros:
A 4§
02 (]

1+ m2

4 =

Desarrollando y simplificando términos semejantes:

2
4+4 m2=m7+4 m+16

Eliminando el denominador, multiplicamos por 4:
16+16 m2=m?+16 m+64

Rearreglando la ecuacion:

15 m?-16 m-48=0

Resolviendo la ecuacion de segundo grado resultante:

16+ -/256+2880 16+ /3136 _16+56

- 30 30 30
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De lo anterior, se obtiene:

_16+56 _72 _ 12

M~ 30 30 5
_16-56_-40_ 4
M~ 30 30 3
Si sustituimos estos valores de m en la ecuacion (1), obtendremos las ecuaciones de las
tangentes:
12
12 5 12 12 40 12 52 12 26
y=— X+—+4=— x+—+—=— x+—=— X+ —
5 2 5 10 10 5 10 5 5
4
4 3 4 4 24 4 20 4 10
y=-— X-"+4=-— x-—+—=-— x+ =-— X+ —
3 2 3 6 6 3 6 3 3
La Figura 28 muestra graficamente los .
resultados obtenidos. L
%
5. Utilizando la formula de la distancia de ,-’f E‘x
un punto a una recta, calcular el area / \
del triangulo cuyos vértices son: A(- T3
3,4), B(5,3) y C(2,0) j b
'IIII'\-\._ 1 T ] "\:}
SOLUCION = N T
3 f& 4 b 1 4 L% K
La Figura 29 muestra graficamente los T
datos y resultados obtenidos:
- Figura 28
Se sabe que el area de un triangulo es
& bh
g A=?. Tomaremos como base b el
A lado AB y como altura h positiva la
distancia del punto C allado AB, como
se puede ver en la Figura 29.
- La longitud de la base b, distancia del
£ i 1 o 1 in 3 ] § e

lado AB, esta dada por la formula (1)

Figura 29 vista en el Capitulo I:

b= base = AB =/ (-3-5)+(4-3)2 =./64+1=-/65 O b=-/65
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La ecuacion del lado AB se obtiene aplicando la formula (IX):

3-4 1 3
-4 = X+3)=- — x-—
Y 5+3( ) 8 8

Despejando a

1 3 1 29
y:-—x-—+4=-*x+7
8 8 8 8

La altura h corresponde a la distancia de la linea recta al punto C(2,0), la cual se obtiene

utilizando la férmula (X):

0i1(2). 2 229
d=h-= 8 8 = 8 = o 27
1 Jes /65

64 8

Tomando la altura h positiva y sustituyendo en la formula del area de un triangulo, se

obtiene el area S del triangulo pedida:

27
s= % 165 _ 27 _ 435

10. Ecuacién simétrica o primera forma normal de la ecuacion de la recta.

Silarecta no es paralela a ninguno
de los ejes del sistema de coordenadas,
intercepta a éstos en un punto, como se
muestra en la Figura 30. Es decir se .
conocen los puntos p(a, 0) y p'(0, b). ) S

Vamos a expresar la ecuacion de la 5
recta en otra forma denominada simétrica o L

primera forma normal, en que los i [,
parametros seanla abscisayla "
al origen. Para esto, empezaremos por " S
escribir la ecuacion en su forma comun, .,
como lo indica la férmula (lll), en la cual la [ ICR A SR
tangente esta dada por: :

b Figura 30
m = tan A = -—
a

Que al sustituir en la formula (1), se obtiene:

b
=- — x+b
a
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Rearreglando la ecuacién y dividiendo entre b, se tiene:

b x

7+y=b
a

bx, y_b
ab b b

Simplificando, se obtiene finalmente:

X

Q

Que es la llamada ecuacion simétrica de la recta.
Esta ecuacion puede considerarse como interesante, porque a partir de ella es muy rapido

el trazado de una linea recta o porque a partir de la grafica respectiva facilmente se escribe la
ecuacion.

([ KB Ejercicios]

1. Obtener la ecuacion simétrica de la recta que pasa por el punto P(-6,-2) y es

. , 1
perpendicular alalinearecta y=- 3 x+9.

SOLUCION

Empezaremos por encontrar la ecuacion de la recta segun la formula (VIII), para la cual m =
3 por condicion de perpendicularidad, de acuerdo a la ecuacién dada:

y+2=3 (x+6)=3 x+18

Reduciendo términos semejantes y rearreglando la ecuacion segun la formula (XII), se
tiene:

3 x-y=-16

Dividiendo entre —16:

3x Ly
-16 -16
X N y — 1
16 16

3

16
Se observa que: a=-? y b=16
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O bien:

Para y=0: 3x=- 16 . Portanto : x=- 16

= a
Para x=0:-y=-16 . Portanto : y= 16 = b

Sustituyendo en la férmula (XII):

X LY _y
16 16
3
2. Determinar la ecuacion de una recta que pasa por el punto P(3,2), sabiendo que la suma
de las longitudes de los segmentos que la determinan sobre los ejes de coordenadas es
6.
SOLUCION
Del enunciado del problema, lasumade la abscisayla al origen debe ser igual
a 6, es decir:
atb=6
Despejando a
D S B = e, (1)
Como la ecuacion de la recta por determinar debe ser como la férmula (XII), se sustituye el
valor de
y
—+ e S 2
a 6-a @)

Como la recta pasa por el punto P, las coordenadas de éste deben verificar la ecuacion (2)
Sustituyendo y simplificando:

1
2 _y

3
—+
a 6-a

a
3 (6-a)+5=1
(6-a) a

3(6-a)+2=(6-a)a

2
Multiplicando por 2 ambos miembros:
36 -6a+a=12a-2a’
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Por tanto:
2a®> -17a+36=0
Resolviendo la ecuacion de segundo grado resultante:

17 + /289-288 _ 17 + 1
4 4

a =

Los valores de a que satisfacen la ecuacion son:

17 +1 18 9

a, = = — = =

4 4 2

a, = 17 -1 = E: 4
4 4

Sustituyendo en b; ecuacién (1):

| ©

b2:6-

AN
N N W

b2 = 06— =
De los resultados obtenidos,
observamos que hay dos rectas
que satisfacen las condiciones del
problema, las cuales se obtienen

xI[8I2) + w32 =
W o+ pll=1

sustituyendo valores en la formula 1 — =
(X): e
=]

=+ L= il :
9 3 g 1 ) ‘Wz S

2 2

X + Yoy Figura 31

4 2

La Figura 31 muestra graficamente, los resultados obtenidos.

11. Segunda forma normal de la ecuacién de la recta o ecuacion de Hess.

La recta queda determinada por la longitud de su perpendicular trazada desde el origen
del sistema de coordenadas y el angulo positivo B, que la perpendicular forma con el eje de las x.

La perpendicular ala recta se representa por p, la cual se considera siempre positiva por
ser una distancia. Ver la Figura 32.

En este caso, vamos a lograr que la ecuacion resultante contenga como parametros la
magnitud p positiva, precisa y rigurosamente positiva, de la perpendicular llevada del origen de
coordenadas alarectay el angulo que esta perpendicular forma con el eje de la x. Partiremos de
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la ecuacioén simétrica, férmula (XIl), para la cual:

cosP = P :
a L
{iﬂ.-r
Despejando a a: HH
x"\.
ot
a= P ™,
cosf E ‘—"'h“‘x
.-"'- b H"x
Ademas segun la Figura 32: =F H‘H
."r Hx-\.\.
cos(90°- B ) = P=sen B Ay ™~
5 ;‘\] o,
0 a ~ N
Despejando a b: Elgura 32
b=—P
senf3
Sustituyendo en la férmula (XII):
L / 1
p p
cosf3 senP
X cos[3+y senB=1
p p
Multiplicando ambos miembros por p:
xcosB+ysenf =p
Finalmente:
XCOSPB + yYsSenB =P = 0 i (Xt

Relacion en la que By p son los parametros.

Estaeslasegundaformanormal de la ecuacion de la recta y solo falta ver como se puede

obtener facilmente en cada problema a partir de la ecuacion con la que tiene mas parecido y es con
la formula (IV), cuya forma es Ax+By+C=0.

Para lograr nuestro propésito, debemos admitir que los coeficientes respectivos de ambas
ecuaciones son proporcionales, razén por la cual podemos tener:

cos B

=K. Por tanto: cos B=KA
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SO B K PO ANMO : SEN BEKB oo 2)
_Cp=K.Portanto:p=-KC .................................................................................. 3)

De (1) y (2) resulta, elevando al cuadrado:
cos’B=K? A?
sen’B=K? B®
Despejando a K:
1

-/ A?+B?

Sustituyendo este valor en las ecuaciones (1), (2) y (3), se tienen las siguientes
expresiones:

K=

A .

€08 B (1)
+. A2+B

A .

SN B 2)
+. A2+B

De acuerdo con todo esto, la ecuacion normal puede expresarse de la siguiente forma:

A X By C
=0
+ [ A?+B? " J AZ+B? "  A?+B?

Esta ecuacion nos hace ver que para obtener la segunda forma normal a partir de la
ecuacion, de la forma general Ax+By+C=0, basta dividir ésta entre el radical -/ A%2+B? ,

debiendo tomar para el radical el signo contrario al que tenga el término independiente C en la
ecuacion dada, con objeto de que el valor de p sea siempre positivo, como dijimos desde un
principio.

1. Obtener la ecuacion normal de la recta dada por la ecuacion: 4x-3y-25=0.

SOLUCION
Comparando con la ecuacion general Ax + By + C = 0 se tiene que:

A=4 B=-3yC=-25
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Calculando el radical: +/p2 + B2

JAZ+B% = 42+ (-3Y =16+9 = /25 =+ 5

Como el signo de la raiz cuadrada debe ser contrario al término independiente, que en
este caso, segun la ecuaciéon dada es -25, asi que:

\JA*+B? =+5

Una vez definido el signo, dividimos la ecuaciéon dada entre +5, es decir:

4x 3y 25 _
5 5 5

0

Finalmente:

4 3
— x-—y-5=0
5 5 y

2. Determinar la ecuacion normal de la recta cuya ecuacién es: 6x+8y+33=0
SOLUCION
En este caso se tiene que:
A=6;B=8yC=33

Por lo que:

/AZ+B? =[g?+8? = /36+64 = /100 = 10
Tomando signo contrario al que tiene C, dividimos la ecuacién dada entre -10 y queda:

6 8 33
X - y-—=0
10 10 10

12 Problemas de la linea recta, considerada como lugar geométrico.

Veremos en este tema la parte correspondiente a uno de los problemas fundamentales de
la geometria analitica, que consiste en encontrar la ecuacion representativa del lugar geométrico
que se trate y comprobar que las coordenadas de un punto perteneciente a dicho lugar
geomeétrico satisfacen a su ecuacion.

Se da el nombre de lugar geométrico a todo conjunto de puntos que tienen la misma
propiedad o que se rigen por la misma ley. Un ejemplo mas sencillo y mas comun de lugar
geométrico es la circunferencia, puesto que absolutamente todos sus puntos participan de la
propiedad de equidistar del centro.

También es un lugar geométrico la mediatriz de un segmento de recta, porque todos los
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puntos de ella equidistan de los extremos del segmento. Lo mismo podemos decir de la bisectriz
de un angulo, en atencion de que todos los puntos de ella equidistan de los lados del angulo.

Tomando en consideracién que todo lugar geométrico es una linea recta o curva, debe

tener una ecuacion y para determinarla, en cada caso, se procede de la siguiente manera:

1.

121

Se empieza por suponer la existencia de un punto M(x,y) dotado de cierta ley de
movimiento, en que su recorrido describe el lugar geométrico en cuestion.

Por medio de una se escribe la condicion de movimiento del punto generador del
lugar geométrico.

Se hacen intervenir en la condicion antes citada las constantes o datos del problemay las
variables, que no son mas que las coordenadas del punto maévil M(x,y). La expresion
resultante es la ecuacion del lugar geomeétrico, en la que comunmente se hacen las
transformaciones necesarias para lograr escribirla en la forma mas simple posible.

Obtener la ecuacion de la mediatriz del segmento de recta cuyos extremos son:

P(_21 )YQ(6, )
SOLUCION

Mediafrir

Haciendo la gréfica (Figura 33) de
los datos conocidos y aplicando el
procedimiento anterior:

1. Se considera un punto M(x,y) en
movimiento, representado en la
Figura 33.

2. La condicion del movimiento A
del punto M es:

P=MQ A1)

3. Aplicando la férmula (I), distancia entre dos puntos, se tiene:

MP =/ (x+2)%+(y-6)*

MQ =/ (x-6)%+(y+4)>2

Sustituimos en (1):

J(x+2)?+(y-6)" =/ (x-6)"+(y+4)
Elevando al cuadrado, desarrollando y simplificando:

x2+4x+4+y>-12y+36=x2-12x+36+y +8y+16
20y=16x-12

2. LA LINEA RECTA 2-51

AUTOR: PROFESOR JESUS INFANTE MURILLO
EDICION PARA INTERNET: PROFESOR PABLO FUENTES RAMOS



GEOMETRIA ANALITICA

Despejando a

5 5

El resultado es |la I AN CHIENEE!.

Comprobacioén: Determinamos las coordenadas del punto medio My del segmento

PQ:
-2+6
XM, = 5 =2
6-4
= =1
yM1 2
Por tanto:
M1(2!1)
. — 6+4 10 5 4
Ahora, la pendiente de PQ =7+=-—=-—. Por lo que m=—, por ser
-2-6 8 4 5

perpendiculares. De esta forma la ecuacion de la mediatriz es:
4 4
y-1=— (x-2)=— x-g

Finalmente, despejando a y:

=% 5.3
5 5

Con lo cual se comprueba el resultado obtenido.

2. Obtener las ecuaciones de las
bisectrices de los angulos formados por " R
las rectas cuyas ecuaciones son: y = x - '
4,y=-x+6.
SOLUCION

Haciendo la grafica (Figura 34) de los
datos dados y las bisectrices:

1. Se considera un punto movil
M(x,v), segun la figura adjunta, para
obtener la ecuacion de la bisectriz
PQ.

2. La condicién de movimiento del Figura 34

punto M es:
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yi-Mxq-b

A/ 1+m2

3. Pero, segun la formula de la distancia de un punto a una recta, d=
Sustituyendo valores, se tiene:

-X+4 -x+4
y 1X 1 =- yj(? (- por estar el punto abajo de larecta)
+

y+x-6_ y+x-

d = =
2 141 J2

Sustituimos en (1):

d1 = -

6 ,
(+ por estar el punto arriba de larecta )

_y-x+4 _y+x-6

J2oo 2

-y+x-4=y+x-6
2y=2

Por tanto, la ecuacion de la bisectriz PQ es:
y=1

Para la bisectriz RS, la condicion de movimiento del punto M' es:

d =
o2
y+x-6

de ="y

Sustituyendo en (2):

y-x+4 y+x-6

J2o 2

2 x=10

Despejando a x, obtenemos la ecuacion de la bisectriz RS:

xX=5
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