DIVISIBILIDAD CIENTIFICO, MAT. 2

DIVISION ENTERA

Dados aeN, beN, b # 0, existen y son Gnicos los nimeros naturales q y r tales
1) a=b-q+r

que:

2)r<b

a = dividendo b = divisor q = cociente r = resto

Ejercicio 1
Completa los siguientes esquemas de divisidon entera discutiendo el nimero de
soluciones:

33 42 72 317
2 8 2 3|4
Ejercicio 2
Completa los siguientes esquemas de divisidn entera, sabiendo que: als

a) a+2|5 b) a+6]|5 ¢ 3a|5 d 4a+15|5

Ejercicio 3
Halla un nimero natural que dividido por 6 da cociente q sabiendo que q
dividido 7 da cociente 14 y que el resto en ambas divisiones es igual a 5.

Ejercicio 4
Determina a y b naturales, b # O sabiendo que:
a) a+b=1 b) a-b=38 c) ab=14

alb alb alb
2| 2 112 1] 3

Ejercicio 5
Determina los naturales que divididos por 25 dan cociente q y resto g2.

Ejercicio 6
Determina todos los b y r naturales que cumplen las siguientes condiciones:

al|b a+33] b
2 |q r \q+3

Ejercicio 7
Determina a, q y r naturales que cumplan:
a+57|16 4a-121] r+5
r | q 19 |2q-1

Ejercicio 8
Se sabe que: al|7 b|7
3 ‘ i 1 ‘ Q2
Determina los restos que se obtienen al dividir por 7: a + b, 5a — b, a2, b?.
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DIVISORES Y MULTIPLOS
En el caso en que r = 0 = a = b-q, existe divisién exacta de a entre b. Se dice

entonces que: “a es divisible entre b”, que “a es multiplo de b” (a = l;). que “b
divide a a” (b|a) o que “b es divisor de “a”.
Notaciones:
e a=bqgobla(bdividea) < a= b (a es maltiplo de b).
e d(a) = {xeN/ x|a} (conjunto de divisores de a).
e m(a) = {xeN/x = é} (conjunto de multiplos, no nulos, de a).
Ejercicio 9
Dado A = {25,42,1,78,45,21,7,4, 3,9, 5,0}

a) Determina los elementos de A que sean mdltiplos de 3, de 7, de 5, de 1.
b) Determina los elementos de A que sean divisores de 42, de 78, de 45, de 21.

Observaciones:

Cuando decimos “b|a” o0 “a = b ™ estd implicito que b # 0.
El nimero 1 es el Gnico divisor de todos los nimeros.

Todo natural distinto de cero es divisor de si mismo.

El cero no es divisor de ninglin nimero natural.

O es multiplo de todos los nimeros.

1 solamente es multiplo de si mismo.

Ejercicio 10
Sean aeN y beN. Analiza si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
En caso de falsedad, demuéstrala con un ejemplo.

a)a=4.1:a+b=¢.l e)a=é.1ya+b=4'1:>b=/:l
b) atb=4 ma=40b=4 ) a=4 mab=4
C)a=‘.1yb=4.1:>a+b=é.l g) ab=4 >a=4ob=4

d) aZb,a=£lyb=21:a—b=21

Teorema 1
. a>b
a=c . . :
1) t=a+b=c 2) a=cy=>a-b=c
b=c .
b=c
Dem.:
a=é = a=cX .
.I) definicién — a+b=C'X+C'y = c-(x+y) = a+b=c

* distributiva definicién
b=c = b=cy

definicién

= a-b=c

definicién

2) definicién distributiva

b=é = b=cy

definicién

a=c = a=cxX a-b=cx—cy = c(x-vy)
=

azb=cocx2cy=>x2>y
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Ejercicio 11

Demuestra las siguientes propiedades:

a) a:E,a+b:E:>b=E C) a:Byb:E:a:é
d) x|y, yz0=x<y

b) a:E:a-b:E

Ejercicio 12

Sean a = 2:3-5-61y b= 3-7-13-61.

a) Indica (sin calcular “a”) 6 divisores de “a”.
b) Indica (sin calcular “b”) 6 divisores de “b”.

“_ "

¢) Indica (sin calcular “a” y “b”) 3 divisores “a + b”.

Ejercicio 13

Seana = 2:3:7'p,y a + b= 23-7-11.

a) Indica 3 divisores de “b”.

b) Explica por qué b no es multiplo de 11.

Ejercicio 14
Seana = 2:3:7-p y 11:a + b= 22-11-139. Explica por qué b es multiplo de 11.

Ejercicio 15

Demuestra usando propiedades:

a) La suma de dos nimeros a y b, ambos pares o ambos impares, es un nimero
par.

b) La suma de dos nimeros impares consecutivos es multiplo de 4.

¢) La suma de tres nGmeros impares consecutivos es divisible por 3, pero no por
6.

Ejercicio 16

Demuestra que las siguientes afirmaciones son falsas dando un contraejemplo
para cada una:

a) sialbc=>alboalc c) sialbyc|b=ac|b

b) sial(b+c)=alb oalc d) sin-1=a=n=(at])

Ejercicio 17
Se sabe que m'n = p, (m + 6):(n + 6) = p + 132. Determina todos los posibles
valores de m y n, sabiendo ademés que m es multiplo de n.

Ejercicio 18

Demuestra:

a) abc—(a+b+c)=9 d) aabb =11

b) abcd + dcba = 11 e) a+tb=7=aba=7

¢) a0000—a=11 f) a+c+e-b-d=11 = abcde =11
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MAXIMO COMUN DIVISOR
Dados aeN"y beN llamamos maximo comun divisor de ay b (D(a, b) o
MCD(a, b)) al maximo del conjunto de sus divisores comunes.

En simbolos: D(a, b) = méax[d(a)~d(b)].
Observacién: Sib = 0 = D(a, b) = D(a, 0) = a pues d(0) = N*

Ejemplo Busquemos el D(90, 24):
d(90) = {1, 2, 3, 5, 6, 9, 10, 15, 18, 30, 45, 90}

— D(90, 24) =6
d(24) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}

Teorema 2
Si “r” es el resto de dividir “a” por “b”, b # 0 =d(a)nd(b) = d(b)nd(r).

Corolario

Sir es el resto de dividir a entre b, b # 0 = D(a, b) = D(b, r)

Dem.:
d(a) nd(b)=d(b) nd(r) = méax[d(a) nd(b)]=max[d(b) nd(r)] =
D(a, b) = D(b, r)

Ejercicio 19
Halla todos los niGmeros a y b naturales que cumplan:
b+D=196,D =D(a, b),b<190, , |

28| 2

Algoritmo de Euclides
Otra forma de hallar el D(90, 24) es la siguiente:

24
18| 3

Por lo demostrado anteriormente: D(90, 24) = D(24, 18)

Se divide el mayor entre el menor:

. o 24|18
Se repite el procedimiento: 6 | 1

Por lo demostrado: D(90, 24) = D(24, 18) = D(18, 6)

18] 6
0|3

Por lo demostrado: D(90, 24) = D(24, 18) = D(18, 6) = D(6, 0) = 6

Se repite el procedimiento:

Para facilitar los calculos se usa esta disposicidn
P 90 | 24 | 18 6

llamada Algoritmo de Euclides:
18 6 0
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Ejercicio 20
Halla: D(3675, 504) y D(18144, 900).

Ejercicio 21
Calcula a y b en cada caso:

a) 139 1 3
a b D Sabiendo ademés que: b + D = 85
0
b) 8c ¢/5 C
a b 54 Sabiendo ademas que: b + 1 = 65¢
0

Ejercicio 22
Utilizando el algoritmo de Euclides, calcula:
a) D(n,n+1) b) D(2n, 2n + 2)

Teorema 3
D(a, b)=D=DJ|ayD|b
Dem.:

mam:mawmymwn:D:Dew@ywwﬂj{Deda:Dua

Ded(b)=D|b

1)DlayD|b

) (Lo admitimos)
2)Six|ay x|b=x|D

Corolario: D(a, b)=D < {

Lema
Si gy r son cociente y resto de dividir a entre b (b # 0) y x # O, entonces q y r-x
son cociente y resto de dividir a-x entre b-x.

Teorema 4
Six =0, D(a,b) = D = D(a'x, b-x) = D-x (Lo admitimos)

Corolario: Six

a, x|by D(a, b) = D = D(a/x, b/x) = D/x (Lo admitimos)
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