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INTRODUCCION

1. En la antigiiedad hubo muchos grandes matematicos.
Numerosos logros de la ciencia matematica antigua admiran
hoy todavia por la penetracién de sus autores y toda perso-
na culla conoco los nombres de Eunclides, Arquimedes y He-
ron.

Sucedié una época muy distinta para las Matematicas
y, hasta Vieta que vivi en el siglo XVI y matematicos més
proximos a nuestros tiempos, en el curso escolar no se men-
ciona ningfin matemético grande. No es casual, claro esta,
Lias Mateméaticas se desarrollaron en esa época con suma
lentitud y no dieron cientifices de’talla.

Por eso, tiene aun mayor interés para nosolros la obra
«Liber abacci» (Libro del abaco) escrita por el famoso mate-
matico italiano Leonardo de Pisa conocido mas por su apo-
do Fibonacci {abreviatura de filius Bonacci, o sea, hijo de
Bonacci). Este libro, escrito en 1202, llegd a nosotros en su
segunda variante que data del afio 1228.

«Liber abacci», voluminoso tratado que contiene casi to-
dos los conocimientos algebraicos y aritméticos de aquel
tiempo, desempefié un papel notable en el desarrollo de las
Matematicas en FEuropa Occidental durante varios siglos.
En particular, precisamente a través de este libro conocieron
los europeos las cifras hindies (carabigas»).

El material de «Liber abacci» se explica por numerosos
p}l;oblemas que constituyen una parte considerable de la
obra. :

Consideremos uno de ellos, el que aparece en las piginas
123 y 124 del manuscrito de 1228, '

«!Cuéntas parejas de conejos nacen, en el transcurso de
un afio, de una pareja inicial?» ) .

¢Alguion metié una pareja de conejos en un lugar total-
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mento cercado de muros para conocer cudntas parejas de
conejos nacerfan en el curso de un afio si Ja naturaleza de
los concjos es tal que cada pareja produce otra pareja al cabo
de un mes y las conejas pueden parir a los dos meses de haber

nacido. Puesto que la primera pareja

- da descendencia el primer mos,
Pﬂ"ejl" {‘l{;‘?fl‘*l multipliquese por dos y resultan ya
1_,I_imm!“im;§ 2 parejas; de ellas, una pareja, la

2 parcjas primera, produce también al mes
Segundo mes siguiento de modo que en el scgundo

3 parejas mes resultan 3 parejas; de ellas, al
Tercer mes mes siguieuto dos pntejas daran des-

5 parcjas cendencia de modo que ca ¢l tercer
Cuarto mes mes nacerdn dos parejas méas y el ni-

8 parcjas mero de parojas llegard a 5; do cllas,
Q“';E;-" ks ¢so mismo mes daran descendencia tres
it -Emsj parejas ¥ al cuarto mes el nimero de

21 parcjas parejas llegard a &; de ellas, cinco
Séptimo mes parejas prod_uclran ofras einco que

34 parejas sumadas a las ocho dardn al quinto
Ocluavo mes mes 13 parejas; de ellas, cinco parejas

55 parcjas nacidas cse mes no dardn descenden-
Noveno mes cia, pero las ocho restantes si, de modo

-84 parejas que al sexto mes resultarén 21 parejas;
Décimo mes sumadas a las troce nacidas en el sép-

‘“‘-4 parejas timo mes, dardn 34 parejas; sumadas
l’“zda‘%‘“;‘:u?e]f;‘:’ a lag 21 nacidas en el octavo mes,
e L et dar{m 55 parejas; sumadas a las 34

377 parcjas nacidas en el noveno mes, dardn 89 pa-

rejas; sumadas a las 55 que nacen en

el décimo mes, dardn 144 parejas; su-

madas otra vez a las 89 que nacen en el undécimo mes, darin
233 parejas; sumadas olra vez a las 144 parcjas nacidas en
el altimo mes, daran 377 parejos; esta cantidad de parcias
produce la pareja inicial en el lugar dade al cabo de un ano.
Al margen puede verse cémo lo hacemos: sumamos el primer
nimero y el segundo, o sea, 1 y 2; el segundo y el tercero;
el tercero v el cuarto; ¢l cuarto y el quinto y asi sucesi-
vamente hasta sumar el décimo y el undécimo, o sca, 144
y 233. Oblenemos el nimero total de las parcjas mencio-
nadas, o soa, 377. Y asi sc puede hacer en ¢l-mismo ordens
hasta un nimero infinito de mesess» ~ =~ = = % -
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2. Pasemos ahora do los concjos a los nimeros y conside-
remos la sucesién pumérica

Wiy Ugy « « oy Ups v - oy (i)

en la que todo término es igual a la suma de los dos anterio-
res, es decir, para todo n > 2 se ticne

Un= Un_1 -+ Un-2- (2)

Sucesiones de este tipo, donde todo término se determina
en funcién de los anteriores, aparecen frecuentemente en las
Matemé4ticas y se denominan sucesiones recurrenies. El pro-
ceso que consiste en ol cdlculo sucesivo de sus elementos se
denomina proceso recurrente y la igualdad (2) se llama ecua-
cién recurrente. Bl lector hallard los elementos de la teoria
general de sucesiones rocurrontes en el libro do A. 1. Marku-
shévich («Sucesiones recurrentess, Editorial Mir, 1974).

Observemos, ante todo, que la relacion (2) no permite
por si sola calcular log términos de la sucesion (1). Se pueden
encontrar infinitas sucesiones numéricas diferentes que sa-
tislagan esta condicidn, por ejemplo,

%, By Ty 12,719, 31,00; .. .,
1, 3. 4, 7, 11,18, 29, ...
wel, =5, —6, —11, —17, .. .,
ete,

Es decir, para determinar univocamente la sucesion (1)
no basta obviamente con la condicidn (2} y es preeiso sefialar
algunas condiciones adicionales. Por ejemplo, podemos
indicar los valores de unos cuantos primeros términos de la
sucesion 31). dCudintos primeros términos de la sucesion (1)
hay que definir para calcular, empleando sélo la condicidon
(2), todos los demds términos?

Sefialemos primeramente que la relacion (2) no permite
obtener cualquicr término de la sucesion (1) porque no todo
Lérmino de (1) tiene dos precedenles; por cjemplo, delante
del primer término no figura ninguno y al segundo le prece-
de s6lo uno. Por eso, para determinar la sucesién (1) debe-
mos sefialar, ademés de la condicién (2), sus dos primeros
términos.

Obviamente, esto basta ya para poder encontrar cual-
guier término de la sucesion (1). En cieclo, podemos cal-
cular ug sumando los valores escogidos para u; y ug, podemos
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galcular u, sumando u, y el valor obtenido para 4, podemos
galeular u; sumando los valores obtenidos para uy ¥ uq,
gtc, v «en el mismo orden hasla un ntmero infinito» de tér-
minos. Pasando asi de dos términos consecutivos de la suce-
si6n al término que les signe inmediatamente, podemos lle-
. gav hasta ¢l término de cualquier indice Il]ado de antemano
"y caleularlo.

3. Consideremos ahora un caso de especial importancia:
la sucesién (1) cuando se toma ©y = 1 y u, == 1. La condi-
cion (2), como hemos sefialado, nos brinda la posibilidad de
calcular uno tras olro todos los términos de esta sucesion.
Es fdcil comprobar gue los trece primeros 1érminos serdn
los nimeros

1,1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 y 377
con los quo hemos tropezado en ¢l problema do los conojos.
En memoria del autor de este problema, la sucesién (1) con
uy = uy =1 se YNama sucesion de Fibonacei y sus términos
sc denominan nimeros de Fibonacci.

Los nimeres de Fibonacci poseen una serie de propieda-
des interesantes o unportamcs a las que estd dedicado nuestro
libro.

§1
PROPITDADES ELEMENTALLS
DE LGS NUMEROS DE FIBONACCI

1. Calculemos, para empezar, la suma de los n primeros
ntimerog de Fibonacci. En concreto, demostremos que
Uyt ugb .U =tpge—1. (1.1)
Efectivamente, tencmos
Uy = Uz Ug,
u.2= 1{-4 — ua,
Un-g = Upp1== Uy,
Up=Unys— Unsi-
Sumando miembro por miembro estas igualdades, encontra-

mos
Uyt Up—t oo Un = Upyp— Uz

y s6lo queda recordar que wy = 1.
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2. Para la suma de los nimeros de Fibonacci de indices
imparcs se tiene

Ut ug-+ st b Ugnet = Uon. (1)2)
Para demostrar este resultado tomemos
Uy == U,
Ha ==y Uz,
Uy =itlg — Uy,
Ugn—1= Ugn — Ugn-2-

Sumando miembro por miembro estas igualdades, obtenemos
la buscada,

3. Para la suma de los niimeros de Fibonacei de indices
pares, se tisne

Upt g+ o oo A Uz =Ugn— 1. (1.3)
Segtn el punto 1,
Uiy U oo U == Uangg—- )

restando de esta igualdad miembro por miembro la igualdad
{1.2), obtenemos

Ug - ug-b - o an = Ugnie— 1 — Ugn = Ugpei— 1

como queriamos demostrar. ,
Restando, ademds, miembro por miembro {1.3) de (1.2},
enconiramos

Uy—Up+Ug— Uyt o lzag—tan = —Ugn+ 1. (1.4)
Sumemos ahora Uy,+1 2 ambos miembros de {1.4):
&1—LL2+U3-—M,1+...—-ugn+&2n“ﬂ l£3n+1.. (1.5)

Uniendo (1.4} v (1.5), obtenemos la suma alternada de los
nimeros de Fibonacei

t—up+ g—1ty 4 .. (=1 = (— 1) Muay + 1. (1.6)

%, Las férmulas (1.1) y (1.2) han sido deducidas sumando
miembro por miembro varias igualdades evidentes. Esta
misma idea se pueds emplear, por ejemple, para deducir la
férmula de la suma de los cuadrados de los n primeros nime-
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ros de Fibonacei
T I e T (1.7)
Para ello [ijémosnos en que
Upll o — Upogllp = U (uh-H — u-’:—l) = ulzi. .

Sumando miembro por miembre las ignaldades

"y = tslg,

U = Uplg— Uity

Uy == Uglly, — Ugliy,

D L T R T T T )

]
Ay TR Aty g g e ey Ty

enconiramos la férmula (1.7).

5. Muchas relaciones entre los niimeros de Fibonacei se
pueden demoslrar ficilmenle empleando el método de
induccién completa.

La esencia del método de induecion completa (Hlamado a menudo
método de induceién matemdtica) consisie cn lo siguiente: para de-
mostrar que cierta afirmacién cs vilida para cualquier nimero natu-
ral basta probar que:

n) ¢s vélida para el nimero 1 y

b} de su vafidez para un niémero natural cualquiera n se des-
prende su validez para el nimero » -+ 1.

Toda demostracién induztiva de una afirmacién gue incluya un
nimero natural » consta, por lo tante, de dos partes.

En. la primera parie (relativamente sencilla por lo general) se
demuestia que la afirmacién es valida para 1. Esta primera parte se
denomina a veces base de la induccion. 1in Iu segunda parte {que suele
ser mag compleja) se supone que la afirmacién es vilida para wn nd-
mero arbitrario (pero fijo) n y, a partir de esta hipétesis que irecuen-
temente se denomina hipdtesis inductiva, so demuestra que la afirma-
cion es vdlida faubién para el ndmero n -~ 4. Bsta segunda parte
lieva ol nombre de pase inductive.

Una exposicidn detallada de diferentes variantes del método do
induceién completa, acompaiiada de miltiples gjemplos, so puedo
cncontrar en el libro de 1. S. Sominski «E1 métode de le induccion
matematicas (Rditorial MIR, 1974;. Iy particular, la variante basa-
da en ol pago induclivo «de » y n = 1 a n 4 2» (gue utilizaremos rei~
teradamente) aparcee en el libro. de Sominski en ol punto 4 de la in-
troduceién y so aclara con el cjemplo 7 y cl problema 12,

A veees se aplica ol razonamiento inductive gue puede ser llamado

aso «le todos tos nimeros menores que r al nimero ny. Bn este caso
Etm}ga la hase inductiva ya -que, hablando convencionalmesnte, [a
demostracién para n = t:consiste en cl paso de «todese los niime-
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ros enteros posilivos menores que uno (quo simplemente no existen)
al uno.

Precisamente asi se demuesira quo tode nimero natural puede
ser descompuesto en factores primos.

Supongamos quoc todes los mimores menores que n pueden ser
descompuestos en factores primos. Si el nimero n es primo, os des-
composicién de si mismo. Si el mimoro » es com'fuesto. puede ser,
por definicién, representado como el producto de dos factores por lo
menos: n = myng, donde ny =1 y ny 5= 1. Pero on este case resulta
que n; << n ¥ que ny << r ¥, de acuerdo con la hipbtesis inductiva,
tanto n; como n, se descomponen en factores primos. Por lo ianto,
también n se descompone en factores primos.

La demostracion Eel teorema dol punto 36 del § 2 se basa en una
variante aun mds compleja del razonamiento inductivo.

6. La realizacién més sencilla de la idea de la induccion
en ¢l caso de los nimeros do Fihonacei es la propia defini-
cion do cstos numeros. Consislo, como hemos explicado en
la introduccién, en indicar los dos primeros nimeres de
Fibonacci, u; = 1y uy, = 1, y en aplicar el paso inductivo
de 6, ¥ Up+y A Ups, condicionado por la relaciénrecurrento

Un + Unga = Untzs

En particular, de aqui resulta inmediatamente que es su-
cesidn de Fibonacei toda sucesion de nimeros que comienza
con dos unos y en la que cada niimero siguicnte se obticne
sumando los dos anteriores.

A titulo de ejercicio, consideremos ¢cl problema del
saltador» que consiste en lo siguiente.

Itl saltador puede desplazarse en una séla direccién a lo
largo de una franja cuadriculada saltando cada vez a la
casilla inmediata o por encima de clla a la siguiente. ¢Cuén-
tos modos de desplazarse en n — 1 casillas y, en parti-
cular, de la primera a la n-ésima tiene el saltador? (Se con-
sidera que dos modos son idénticos si en cada uno de ellos
¢l saltador se posa en las mismas casillas.)

Sea z,, el nimero buscado. s evidente que z, = 1 {pues
existe un sélo modo de pasar de la primera casilla a la pri-
mera, a saber, no realizar salto alguno) y que z, =1 (ya
que existe un sélo modo de pasar de la primera casilla a la
inmediata que consiste en un sblo salto a esa casilla). Su-
pongamos que el saltador quiore llegar a la (n - 2)-ésima
casilla. Por definicién, el mimero tolal de modos que tiene
para alcanzar este objelivo es z,4,. Pero estes modos se divi-
den en dos clases: la quo comicnza con ¢l salto a la segunda
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casilla y la que comienza con el salto a la tercera, Para le-
gar a la (n - 2)-ésima casilla el saltador tiene 2,4, modos
si arranca de la segunda y %, medos si arranca de la tercera.
Por lo tanto, la sucesion de los nlimeros z,, &gy + .+ Tpy .+ . &
verifica la relacién recurrente

Zn + Tnp1 = Tnia,

0 sea, coincide con la sucesién de los nimeros de Fibonacei:
=ik,

7. Demostremos, empleando la induccidon, la siguiente
formula importante

Upym = Un-ilim '*‘ Unllimyt (18)

Para demostrarla aplicaremos la induceion segin m. Si
m =1, la féormula da u,+; = w,_; iy -+ ., v ¢s evidente.
Si m = 2, la formula (1.8) es también evidente porque

Unio = Upaly + UnUa=ln-t + 2Up="Un_y + Un - Un=Unss - Un.

Hemos demostrado asi la base de la induccién. El paso
inductivo lo realizaremos en la forma siguiente: aceptando
que la férmula (1.8) es valida param = k y param =k -1,
demostraremos que también es valida para m =k 4 2

Es decir, sea

Ungh = Un-ally ~+ Uplhe) ¥ Ungphtt = Un_1llht 4= Unlbnia-

Sumando miembro por miembro las dos ultimas igual-
dades, obtenemos

Unahsz == Un-tUriz + Unlires

como queriamos demostrar.

Es facil explicar (e incluso demostrar) la férmula (1.8)
en términos del problema del saltador.

En verdad, el nimero total de modos que tiene cl salta-
dor para desplazarse de la primera casilla a la (r + m)-
ésima es igual a upim LEntre ellos habrd modos en que el
saltador pasa por encima de la n-ésima casilla y otros en
que se detiene en ella.

En todos los modos de la primera clase, el saltador tiene
que llegar a la (n — 1)-ésima casilla (puede hacerlo de
u,_; modos), saltar después a la (n -+ 1)-6sima casilla y,
finalmente, desplazarse en las (m+4m) —{(n+ 1) =
— m — 1 casillas restantes (esto #ltimo puede hacerlo de



{5

u,, modos). Por lo tanio, la primera clase comprende un
total de u,_¢, modos. Andlogamente, cn los modos de la
segunda clase el saltador llega a la n-ésima casilla (z, mo-
dos) y después pasa a la (n + m)-ésima casilla (valiéndose
de uno de los u,. modos que ticne para ello). Por consi-
guiente, la segunda clase comprende un total do upup,,,
modos y con esto queda demostrada la formula (1.8).
8. Poniendo m =n en la férmula (1.8), obtenemos
lgn == Un-tlln + Unllngny
0 sea,
Upn = tn (Unet + Unsy). (1.9
De csta igualdad resulta que u,, es divisible por wu,.
En ¢l parigrafo siguienle demostraremos wn rosultado
mucho mas gencral.
Puesto que

I = Upgy — Un-gy
la férmula (1.9) puede ser exprosada asi
Ugn = (u'n+1""' uu—l) ('"fn+! o= uu«-l)s
es decir,
Ugn = ﬁhi ~ g,
o sea, la diferencia de los cuadrados do dos niimeros de Fi-
bonacei cuyos indices difieren ¢n dos es de nuevo un niimero
de Fibonacei.
Por analogia (poniendo m = 2n), se puede probar que
Uan = Unts + 1 —Up_q.
9. Mas adelante serd Gtil la formula siguiente
Uj = Upoqlingy + (— 1)L, (1.10)

Demostrémosla empleando la induceién segin n. Para
n =1 la férmula (1.10) dice
Uy = tUylig—1

lo cual es evideifte.

Supongamos ahora que la formula (1.10) ha sido demos-
trada para un valor de n. Sumemos i, a ambos miem-
bros. Tendremos ’

U+ Unlbpgy = Upottiniy + Unltyyy 4+ (— 1)1
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o =

U (e A Wn) = Ungg (Mpog - 0n) -+ (— 1),
0 Sea, Y
Unlbnys = Bagd + (— 1),
es decir,

Uat1 = Upbase - ( — 1)"*2

Con esto queda argumentado el paso induetivo y demostrada
la férmula (1.10) para cualquier n.

10. lgual que lan sido demostradas estas propiedades de
los nimeros de Fihonacei, se puede demostrar también estas
olras
Wty -1 Uity b Ugllg -+« « | Hanagliay, == tha,
ity liglis -+ gty - oo tanlton :“%n-;-i —1 1
g+ (=1 ta-H(r—2) ug+ ..« + 2y U=y — (2+3),
e+ 2ty 4 Jttg -+ . . . ARy = Allpyg—Uniz+ 2.

La demostracion queda al albedrio del lector.

11. Tanto interés como los niimeros de Fibonacci Lienen
los llamados cocficientes biromiales.

Los coeficientes binomiales son los coeficientes que tienen
ias potencias de x cn el desarrollo de (1 4 z)™

(1 4-2)* =C%+ Cha+C2a2+ ...+ Cia™  (1.11)

Es obvie que Ios nidmeros C% se determinan univocamente
para todos los valores enteros positivos de n,y para todos los
valores ¢nleros no negatives de k que no pasan de n.

En muchos razonamientos mateméticos es funcional re-
currir a los coeficientes binomiales. También nos serdn dti--
les cn ol estudio de las propicdades de los ntimeros de Fibo-
nacei. Ademas, existen vinculos directos entre los coefi-
cienles binomiales v los nfuneros de Fibonacei; méds adelante
revelaremos cicrtas regularidades que existen entre ambas
clases de nidmeros,

Demostremos, previamente, algunas propiedades de los
cocficientes binomiales.

Ponicndo » =1 en (1.41), vemos inmediatamente que

. SO ) S B
e =t =1;
ademés, tiene lugar el lema siguiente.
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Lema. C% 4 CiH! = Ciil,
Demostracion. Tenemos
(142" =(1+2)" (1 +2),
o sea, empleando la definicion de los coeficientes binomiales
Cht+ Chpz+ Cog 2+ ..+ CRHa™ =
= (Ch+ Cla+Chr+ ... +Cha™) (L4 2) =
= Cpt (Ch+Ch) 2+ (Cr+-CR) 22+ . ..
oo (O CR) 2 - CRa™1,

Por consiguiente,

0

nfpl = c;"n
Chpr=Ca+CL,

vl ] K-1-
(oo P 2 QR B

i
Cafi=Ca

como gueriamos demostrar.

De este lema resulta que los coeficientes binomiales se
pueden calcular aplicando un proceso recurrente, analogo al
que permite obtener los nimeros de Fibonacei, pero mucho
méas complejo. Esto permite demostrar, empleando la in-

duccién, distintas propiedades de los cocficientes binomia~
les.

12. Consideremos los coeficientes binomiales en forma
de la signiente tabla llamada Iridngulo de Pascal

G
CICy
GGG

.......

........

2=0308



es dleeir,

1

1 3 & 9
14 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

Sg acostumbra numerar las filas del Lridngulo de Pascal
npezando por arriba ¥ aceplando que la fila superior com-
[illnvsln por un golo uno es la lila cero,

Do lo anterior resulla que los términos extremos de cada
una de las filas del tridngulo de Pascal son ignales a uno y
que todos los demds se obiicnen sumando los dos términos
respectivos de la fila anterior,

13. La formula (1.11) permite obtener de inmediato dos
importantes relaciones gue vinculan los coeficientes bino-
miales correspondienles a una misma fila del tridngulo de
Pascal.

Tomando xz =1 en (1.11), encontramos

2= G A-Ch - Ot L+ G
Por otro lade, lomande z = —1, obtencnos
0=Ch—Ch+Cht ..o+ (—1)'Ch.
§4. Demostremos empleando la induceién segin n que

nin—1}...(n—k4-1)
Che= - O TR : (1.12)
Issta f6rmula suele emplearse como definicion do los coefi-
cienles binomiales. Delermina cl coeficienle binomial como
¢l numero de combinaciones dec orden k formadas con n
elementos. llemos ido por olro camino, menos tradicional,
(ue en nuestro caso ¢s preferible.

Si convenimos en que el producto de una cantidad nula
de factores es siempre igual a 1, obtencmos de (1.12) toman-
do k = 0 el resultado €% = 1 que ya conocemos. Teniendo
esto en cucnta, podemos Jimilarnos al caso en que &k 2>1.




Para n = 1 resulta
1
CI" = T = 1..

Supongamos ahora que Ja férmula (1.42) es vélida para
un valor determinado de n cualquiera que sca el valor de &
l(k' = 01 11 ooy ”-)a

Consideremos el nimero Ct,,. Puesto que k 2> 1, tene-
mos

Chﬂ"“l — ::Fi + C::;
o sea, empleando la hipétesis inductiva {1.12),

h—1 ho_ nin—=1)...n—=k+2)
Co +Cr= . BY Py | T | +
nfn—1) ... (n—=k-|- Y (n—k1)
+ T2 ... (k=Dk =
_afn—1)...(n—k+2) n—k4dy
IR T R o ) (H' k )'“

=), . (n =k k-f-nkq-1

R ¥, g T % =

(ANt .. =kt _ &
12 ... (k—N)k T

La Gltima igualdad es la formula (1.12) aplicada a los
cocficientes binomiales que se encuentran en la fila siguien-
te (es decir, en la (n -+ 1)-ésima fila) del tridngulo de Pascal.

i3. Tracemos por los clementos del txidngule do Pascal las lincas
gue forman 45° con sus filas llamdndelas diagonales ascendentes del
tridngulo de Pascal. Por ejemplo, serin diagonales ascondentes la
Tecta que pasa por los nimeros 1, 4 y 3 & la recta que pasa por los
nameros 1, 5, 6 ¥ 1.

La suma de los nimeros que portenecon a wna misma diagonal
ascenclente es un nimero de Fibonacci.

Efcetivamente, la primera diagonal asecndente (la superior) del
triangulo de Pascal consta sélo del uno. También la segunda diagonal
comsla s6lo del uno. Para demostrar el resultado que nos interesa basta-
rd probar quo la suma de todos los clementos que componen la n-
ésima y la {n 4 1)-6sima diagonales del tridngulo de PPascal es igual
a la suma de los niimeros pertenccicntes a su (n - 2)-ésima diagonal.

Pero los nimeros de la n-ésima diagonal son

C?x-n Choz Ca-ai o
¥ los de ia {n + f)-ésima diagonal son
Cg! C;’r}..-p C?;-'Al e

pid
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La suma de estos niimeros cs
Ch+(Chmy -+ Chag) H{Cha+-Cho) b v
o sea, recordando ¢l lema del punto 11,
Cn+Ch4-Cha+ ...

La dltima expresién es la suma de los elementos que pertenecon a la
{n - 2)-6sima diagonal ascendente del trifngulo.

De aqui, basindonos en la [érmula (1.1) obtenemos inmediatamen-
te que la suma de todos los coeficientes binomiales que se encueniran
en la n-6sima dingonal ascendente del tridngulo de Pascal y por enei-
ma do ésta es igual a w4, ~— 1.

Empleando las férmulas (1.2), (1.3) ¥ (1.4) y oiras semejantes, el
lector podri encontrar sin dificultad otras identidades que vimculan
los nfimeros de Fibovacci y los coeficientes binomiales.

16. Hasla aqui hemos definido los ntimeros de Fibonacei
mediante la ecuacién recurrente, o sea, empleando la induc-
cion segin cl indice. Pero resulta que todo niimero de Fibo-
nacei puede ser delinido de un modo directo, es decir, como

funcién de su indice.
Estudiemos con este fin las distintas sucesiones uy,
Hyy .« oy Wy, + .. que satisfacen la ccuacion

u;‘:—_’un_z‘%‘ Unoi- (1..1.3)

Diremos que todas estas sucesiones son soluciones de la
ecuacion (1.13).
En adelante indicaremos por V, ¥’/ y V" las sucesiones

Vi, Ugy Ugy o0 oy
* ’ 4
Vi, Ugy Uy v 0h ¥

"

Ul Ds A0 e

" Demosiremos, primero, dog lemas elementales.

Lema 1. Si V es una solucién de la ecuacion (1.13) y ¢
es una constanie, también lo sucesion ¢V (o sea, la sucesidn
€Uy, CUyy CUgy .« . .) €5 una solucién de esta ecuacion.

Demostracion, Multiplicande por ¢ ambos miembros
de la igualdad '

Up = Upat -+ Upog,y

oblencmos
CUn == CUn—p  CVn-i

como gueriamos demostrar.
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Lema 2. Si las sucesiones V' y V" son soluciones de la
ecuacion (1.13), también la suma V' 4 V" (o sea, la sucesién
v, + v, v <+ v, vy Uy, . . .) es solucidn de esta ecuacidn.

Demostracién., Por ahipétesis, tenemos

Un=Uph_y~+Vh_2 ¥ Un=Un-{+Un-2.

Sumando estas igualdades miembro por miembro, encon-
lramos

Un+ vn = (Un-1 + vn-1) + (Va2 + Vn-2).

Con esto queda demostrado el lema.

Sean ahora V' y V" dos soluciones no proporcionales de
la ecuacidén (1.13) (es decir, dos soluciones de la ecuacién
{1.13) tales que cualquiera que sea la constante ¢ habrd un

nimero n para el que l—'j% 7= ¢). Mostremos que toda sucesion
V, solucién de la ecuacion (1.13), puede ser representada asi
V =CiV’+CzV”, i (1-14)

donde ¢, y ¢, son unas constantes. ’or esta razdn se sucle
decir que (1.14) es la solucién general de la ecuacién (1.13).

Demostremos primero que siendo V' y V" dos soluciones
no proporcionales de la ecuacion (1.13), se tiene

vy Vs =
-E%-% -;%* {1.15)

(o sea, que la no proporcionalidad se manifiesta ya en los
dos primeros términos de las sucesiones V' y V").

Demostremos (1.15) por el absurde. Supongamos que
para dos soluciones no proporcionales V' y V” de la ecua-
cién (1.13) se tiene

vy vy »~
F=2t. (1.16)

Formando la proporcién derivada, resulta

vy +vs _ vp

vp Fup vy
o sea, recordando que V' y V" son soluciones de la ecua-
cion (1.13),
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Andlogamente comprobamos (jinduecién!} qgue

o] - Uy o
Ua_v:; .-.—-';;:‘;-_..-

Por comsiguiente, de (1.46) resulta que las sucesiones
V' y V” son proporcionales lo que conlradice la hipétesis;
es decir, es vilida la rclacién {1.15).

Tomemos ahora una sucesién V, solucién de la ecuacién
(4.13). Seg@in hemos explicado on el punto 2 de la introduc-
cién, esta sucesion queda perfeclamente determinada si se
iMdican sus dos primeros términos vy y v,.

Busquemos los valores de ¢; y ¢, de modo que sea

Cyv; + ey =V
i [+ 25y 1y (1.17)

C0, - Gy = Vg,

En este caso, la suma ¢,V' 4 ¢,V" coincidira, debido a
los lemas 1 v 2, con la sucesion V.

En virtud de la condicién {1.15), el sislema de ecuacio-

nes (1.17) tiene solucidn vespecto a ¢, y ¢, cualesquicra que
sean los niimeros vy y vy: ’

f'ﬂ-‘; — l;»;lr‘; 3 I'; I.’gv—t-‘;!ﬁ

€y == Y (=S srmm——— .
Vv — vy Ly

T py vy
(La condicién (1.15) significa que el denominador de ambas
fracciones es distinto de cere.) Introduciendo en (1.14) los
valores obtenidos para ¢, y ¢, encontramos la reprosentacion
requerida de la sucesién V.

Es decir, para describir fodas las soluciones de la ecua-
cién (1.13) basta encontrar dos solucionies no proporcionales
de la misma. :

Busquemos cslas soluciones entre las progresiones geo-
métricas. Segiin el lema 1, basta considerar las progresiones
cuyos primeros términos son 1. Tomemos, pues, la progre-
s16n

1, q. gg, Pl
Para que sea una solucién de la ecvacion (1.43), es suficien-
1e que para todo n se cumpla la igualdad

24t =q"
0, dividiendo por ¢"-%,

1+ q= ¢~ (1.18)
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Las raices de esta ecuacion, es decir, los nliimeros

1-V5

y —5— » serdn las razones buscadas de las progresiones.

Indiquémoslas por ¢ y B, respectivamenle. Los mimeros o
y B, como rajces de la ecuacion (1.18), satisfacen las
relaciones 1 +a =of 1 + P =§*y aff = —1.

Hemos obtenido de esta forma dos progresiones geométri-
cas, soluciones ambas de (1.13). I’ov eso, todas sucesiones
de tipo

¢, F cos 010 4 caf, i 4 f?, ... (1.19)

son soluciones de la ecuacidn (1.13). Las progresiones halla-
das tienen distintas razones y, por ende, no son proporciona-
les, o sea, la formula (1.19) con dislintos valores de ¢y ¥
de ¢, ofrece lodas las soluciones de (1.13).
En particular, para ciertos valores de ¢, y de ¢, la for-
mula (1.19) debe coincidir con la sucesion de Fibonacci.
¢ Para elle, como hemos explicado, hay que determinar ¢,
¥ ¢, de las ecuaciones

€+ €y =iy ¥ 60+ cf = uy,
es decir, del sigstema
CI "f’ Cﬂ = 1,

1++V5 1—1/5
€4 rzv “+—Cz zl/'=1.

Resolviéndolo, encontramos

14-'Y/5 115
£ = Co BD s it
1 Y 2 2-\/5

PRVECEEE

de modo que

ty = 1" "L "L =

0 sea,

iy ==
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La expresion (1.20) lleva ¢l nombre de férmula de Binet
(en memoria del matemdético que la encontrd).

Es evidente guo férmulas de este tipo se pueden encon-
trar también para otras soluciones de (1.13). Proponemos
al lector deducirlas en el caso de Iag sucesiones indicadas en
el punto 2 de la introduccién.

17. Hemos visto quo a? = o - 1. Estd claro, por eso,
que toda potencia cntera positiva del nlimero « puede ser
representada en la forma ac 4 b, donde @ y b son niimeros
enteros. Por ejemplo,

B =a=a(zt1)=cda=a+1-+a=2a-1, "
dt=ad=a2a+1)=2a2+a=2042+0a=
= 3a + 2,
ete.
Demostremos (por induccidn) que
M= u - tay-

f

En efecto, para n = 2 y 3 esto es cierto. Supongamos que
ﬂvh=_ILJLC¢+I.Ln_1 vy oMl=up e -us.
Sumando estas igualdades, obtenemos
o o oM = (un A Ung )+ (s + ),
o sea,
o= U 20 - Upy
¥y con esto queda argumentado el paso inductivo.
18. La férmula de Binet es apropiada para hallar la suma de

muchas series relacionadas con los mimeres de Fibonacci.
Determinemos, por ejemplo, la suma de

uy+ug-f-ugt. - . - vgn.
Tenomos
ad—fi3 o8 —ff8 asn_ﬂan

u3+ua+”-+“3n: vs + Vs +.”+_1-/-§_-H-=

1
sumando las progresiones geométricas que aqui aparecen, encontramos

1 an+3 . g0 ant3 _ B8
gt gt .. T lgn == V-5~ (aaa_ia =Lﬁ's_1l3 )

(O3 ol B Pl o 4 Y,




Pero

'y, anélogamente, f* =1 = 2f. Por eso,
1 ( asm-a.._ms psma_ﬂs ) .

ugt gt ... Fugp = V§ I 2 '

simplificando, resulta

_ 1 adnt? gl — 583-&2 + 52 o
ugtugt ... Fugp= V3 ( 2 )_P
_ 1 Ganiz_ﬁanta a?—-p2 _ 1 e “31”3""1
5 (TR )T =g

19. Veamos otro ejemplo de aplicacién de la férmula de Binet:
determinemos la suma de los cubos de los » primeros niimeros de Fibo-
nacci.

Obsorvomos, anto todo, que

” ah—ph 3_1 a3k 3q2kBh L 3uhp2h — 3R

h= ('_1/3"'") - % V5 - -
4 ( oBk—p3k ah—Bk \
g g R

=_;‘ [uan—(—1)* 3"‘h]=-:)" [t = (— 1)2+1 Bugy ],

De aquf que
uituft.. . tul,
"‘—;- {(ugtugt... Fuan) 43 [ug—ugtug—... (= 1)+ ugl),

de donde, empleando la férmula (1.6) y los resultados del punto ante-
rior, resulta

ug+u;+...+ug=ﬁ§ [ﬁ’.‘:f;:LH-i}w Bnet | =
o Uy o+ (=1 Bu,y g —1
0

. 20. Es oportuno plantear la cuestién de la rapidez con
que crecen los niimeros de Fibonacci cuando aumenta el
indice. La férmula de Binet permite dar una respuesta bas-
tante completa.

Es fécil demostrar el teorema siguiente.
Teorema. El mumero de Fibonacei w, es el entero mds

prézimo al miimero 13'/%. , 0 sea, es el entero mds prézimo gl
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n-ésimo términe a, de la progresién geoméirica cuyo primer

s o

iérmino cs l—/-f Y cuya razén es o. :
b

Demoslracidn. Basta demostrar que el valor absoluto de
: s - 1
la diferencia entye n, v a, es siempre menor que - . Pero

2
o ﬁu, o ol — ot — i fﬁ tn
Hy—0a, | == — — — | = s == —
I i VD Vo V5 V5
Puesto que f == —0,68. .., se tienc |B|<C1, es decir,
| B 1" <14 para todo n; con mayor razén l{;,—l:*(% (va
a

gque VB> 2). llemos demostrado el leorema.

Modificando la demostracion de esle teoremna, el leclor
Tamiliarizado con Ly teoria de los limites podra ficilmente
probar gue

lim |u, —a, | =0.
M-S

5l teorema demaostrado permite caleular los nimeros de
Fibonacei cmpleando las tablas de logaritinos.

Calenlemos, por ejemplo, wy (que eg, dicho sea de paso,
fa respuesta al problema de Fibonacci de los conejos):

VE=2,2301, Jg/'5=0,34949;

l -:— ‘1'15 » - %
EZ=——2-——*=1,1J180, lgd.:: 0,20898,
Ig—_(;-?i—;-::- 14-0,20898 — 0,34949 = 2,5762,
<3

W _a760.
15

Il nimere entero mds proximo a 376,9 es 377 y este es,
precisamente, u,.

En el caso de un nimero de Fibonacci de indice grande
no podremos determinar todas sus cifras basandonos en las
tablas de logaritmos (s6lo podremos calcular algunas de
sus primeras cifras) por lo cual el caleulo resulta aproxi-
mado.

A tiulo de cjercicio el lector puede demostrar que en

. . . P n
¢l sistema decimal i, tiene para » 2>17 no més de 4 Y no

1 . : , . .
menos de = cilras. {Cudntas cifras tiene uygnq?
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21. Xl resultado del punto anlevior se pucde precisar con ¢l Leo-
roma siguiente que serd 0Lil mas adelante.
Teorema. Se liene
{ 1

e niT
%

— Uy '?""7-_"'
V5 Vs

Demostracidn. Limitémosnos a demostray la primera gesigualdad;
la otru s¢ demuesira de un modo andlogo.
De la [6rmula de Binet resulta quo
i 5

tn = = B

puesto que af = —1, basta demostrar para unestros fines que

it ,
B Mg U — _.‘-z_’i-
0 que
Py

n _-_9
Lo it— 1

os deeir, elevando a la p-ésima potencia, que
a1 (Rn — )0, (1.21

Domostraremos esta desiguuldad por induccion. Para n =1 se
convierto cn
o Lat—1

ue ¢s, en ofeclo, lo que ocurre (precisamenle con el signo de igual-
ad). Siendo » = 2, la desigualdad (1.21) significa que

o & (at — 1)%. (1.22)
Esto so puede demostrar realizando el céleulo directo. Pero también
podemas recurrir al resultado encontrado en el punto 17: tenemos
O‘-‘ = 3z + 2.
(f — 1) = (3a + 1) = 9a® 4 b -+ 1 = L5 + 10
y, por cso, la desigualdad (1.22) signilica que
a’ = 130 + 8 < 150 4 10
lo cual es evidente. En fin, para n = 3 la desigualdad (1.21) dice
al? < [U‘-“ _.g)a

y so comprueba do modo andlogo.
Supongamos ahora que n > 2 ¥ que (1.21) es valida; demostre-
mos (uo

2 13-t o onid )L,

Para cllo basta probar que al aumentar » en uno, el segundo miembro
de (1.21) crece con mayor rapides quo ol primero. Pero es obvio que
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el primer miembro crece on «'"*? veces. Estimemos el crecimiento
del segundo miembro,
Tenemos
{aamu)__j)nﬂ oty 4 n
g L,
ELa titima fraceién es mayor que a?® ya que
gindl) _q % o242 | —glnt2 L 42
an—1 ¢ an—1
. of—1 1 1
T oginq an-2f-g2n-d .ol > gn-1 °
Por consiguiente,
g2intly 4 -
.owir—1

donde los puntos suspensivos corresponden a sumandos positivos.
Puosto que » > 2, la dltima suma es mayor que a®" -} 1. Por eso,

[azmﬂ)__“n-l-l
(22— 1)!1
i a{nﬂ..{. alnt2__gn__ 4§ — ain&»z.{- a2n (0’.7'—- 1)_ 1=
=gdnt2 . gintl_{ > gintl

= [a2tn+h) —{] [

n 1 n o2n-2
2.). — g ln
> (“ T ) L it~ o SR

> [aanwh - {] (o;zn_l_ 1) =

v queda domostrade el teorema,

22. Consideremos una clase méds de sucesiones basadas
en los mimeros de Fibonacci. Sea # un mimero arbitrario.
Calculemos la suma

sp (2) = wz 4 uge® + ...+ uprt
Para ello apliquemos, ante todo, la férmula de Binet:
_a—B_ a—f . ar—fr
sp ()= V5 z4 75 224 VS =
1

V5

\3:} (Br-+fa24 ... 4 Bram). (1.23)

Entre paréntesis aparecen las sumas de dos progresiones
geométricas de razones az y Pz. La férmula que se emplea
para caleular la suma de una progresidén geométrica es apli-
cable s6lo si la razén os diferente del uno. Si la razén es
igual al uno, todos los términos de la progresién coinciden
y la suma se calcula fdcilmente,

(are4-a222 4 ... 4 ahz?) —
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Por eso, consideremos primero cl caso oz =1 y pr 5= 1,

o sea x:,aéé- =B yz s&—” = —a. Sumando entonces
las progresiones geométricas que figuran en (1.23), obtenemos
1 et 1 prtigned _pa
Sn (2) = V3 ax—1 /5 pe—1

o, después de transformaciones logicas,

1 (am-ixml_,.az) (&-1}_(3@141@”_5;) (o= 1)
V5 (oax—1) (pz—1) !
de donde resulta

1 onHBzn+2 L gnHigntl_L gz
V5 afiz? —(a--fi) 241

aﬂn-ﬁlxrﬂnk__.ﬁn-uxnﬂ_},&t
afzz—(a+p)z+1

Recordando que afp = —1, a4+ Bp=1y a—§ =V5,
tenemos

Sn(2)=

sn(2) =

r'.

1 /5 —(ogn— Bn) 22 . (gt — ntt) gut

sn ()= V35 A
y definitivamente |
Y - ]
sn (o) = Ste T (1.24)

En particular, tomando z = 1, encontramos

Sn (1) =ttt g = Ay, f

lo que concuerda con lo dicho en el punto 1.
Si z = —1, tencmos
(=1 =ty—u+ ... 4+ (=) T up=
_ —l—=uy () —up, (— 1)t
- —1
(véase la férmula (1.6)).
Consideremos ahora los casos «especialesy.
Sea z =% = —f, Entonces todo término de la primera

progresién de (1.23) es igual a uno y la suma de esta pro-
gresion zes n. Por otro lado, la segunda progresién es de ra-
« z6n —p=.

=(—1)" u,—1
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Bs decir,

s(g)= 1}5 [ (B B - (= 1)) =
1 pz— (—1)» ﬁ?.m-?. |
V3 n— TFg J =

i 5 e n A ﬂ'.". J
v K = e e ==l B

Observando que

o o K—=V5 513
P =24p=24 — =

2
Voque
i T8 = 15 {L%-—'l/ﬁ) (54 5) 106—2V5
TP~ 2%F 5-V5  G-—V3) b+ Vﬁ) @

oblenemos en deliniliva

3% (-::)= ;_; _ r;'\/é’n-—ﬁ 4-(_1)"52“—5-V§—_3—. (1.25)

Sea, linalmenie, :r—t— Entonces, en (1.23) es igual a

uno la razdén de Ja segunda progresién, micntras que la ra-
zon de Ia primera ¢s a2 Tenemos, pues,

Vi (%): Tl el (= 1)) — )
y de la misma forma enconlramos
()= 1/1’ R ] i
e [ e e e =)
obteniendo, en definitiva,

£ (%"):(“1}}“1 1'}'_‘/3 azu+ 1‘1"1/5 _._E.:, . (12{3)

10 10 V5

23. Analicemos el comportamiento de s, (z} cuando x se
fija v n crece indefinidoamente.
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Pasando en la jgualdad (1.23) al limile segn n, oble-
nemos

iff‘o sn (%) = 11:"271? [(ox 4 022+ .. a2 —
o, (ﬁ‘r -I. 62_1-?- __I_ . _|w l. ﬂ:r'n) I i
—"-‘L‘_;J- lim ([5.1:—]-{53‘1;'-‘ i e D"Tn}

Agui en ambos limiles nos encontramos con las sumas de dos
progresiones geométricas, I'or eso, los propios limites repre-
sentan las sumas de las progresiones geométricas infinitas
correspondientes. Pero es sabido que se puede hablar dela
suma de una progresion geométrica infinita si, y sélo si, el
valor absoluto de la razén es menor que ¢l uno. Las razones
de nuestras progresiones son oz y Pr. Pucsto qug [ o | >
> | B |, resulta que [az | << 1 implica | fz|<C1. Es de-
cir, el cumplimiento de la designaldad | axr] <1 garan-
tiza la existencia de awmbos limiles que en estc momento
nos ociLpan.
Por consiguicnte, el limite
lim 8, (2) (1.27)

T+ on
. . 1 . .
existe si [z | << 5 Indigquemos este limite por s (x). Para

calcularlo podemos recurrir a la f6rmula (1.24).
Obhservemos con este fin que, come hemos explicado en el
punto 20,

o Ll 1
Hy & W + 1.

Por eso,
1 g 11 ot n+g
im w4, 2" M (e - 1 2™ =
fl=ro =00 v-.i
& o 1 - e
= — lim {&2)"” 4 lim z™=,
5 N=rog =

Puesto que | az | << 1, resulta que |z} <1 de modo que
ambos limites son iguales a cero. or la imisma razon tenemos

lim w21 =0,
N-+00
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Es decir, pasando en la formula (1.24) al limite cuando »

crece indefinidamente, encontramos
= i T—1U,xh¥d — L
s{x)=1im s, (z) = lim L =
fl=00 nsce {—z—z

1

z
{—x—2z2 (x—

lim uya™2 —limpp ™) = =

T+ 00 N=re0

En forma desarrollada este resultado puede ser represen-
tado asi

T oZi o gz L L =1_—x-— . (1.28)

r—z?

Dando a la variable # unos u otros valores, obtendremos
diferentes formulas concretas. Por ejemplo, tomando z =

1
=Sigs encontramos que

wy , u? Bn
sttt t =2
24, La formula (1.28) se puede obtener basindose en

otros razonamientos.
Consideremos la expresidn

U Fugr® A ... Fuat ... =s(2) (1.29)

(sin olvidar que tiene sentido s6lo para | z | <é) y multi-
pliquemos ambos miembros por z y por z*:
Wizt U™ L o=as (@), (1.30)
Wzd ezt e U2 =2 (1), (1L.31)

R
Restando de la igualdad (1.29) ambas igualdades (1.30) y
(1.31) y reduciendo los términos semejantes, obtenemos
UsZ ~+ (g —thy) 2+ (s — g — 1) 2+
(g —tg—it} 2 L ([Up Ut — Ung) T . =
= (1—z—2) s (x).

Es obvio que en el primer miembro resultan iguales a cero
todas las expresiones comprendidas en los paréntesis y, por
¢s0, esta igualdad significa que

z=(1—z—12%s ()

de donde sc¢ desprende (1.28).
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25. Hasta agqui hemos aceptado que el indice » del ni-
mero de Fibonacci u, es un niimero entero positivo. Perola
ecuacion recurrente principal que determina los niimeros de
Fibonacei pucde ser escrita asi

Unog == tip— tn.ay (1.32)

permitiendo expresar los nimeros de Fibonacci de indices
menores a través de los nimeros de indices mayores.

Tomando en (1.32) sucesivamente n = 2,1, 0, —1, . . .,
podemos ver que

Uo=0, uy=1, wo=—1, waz=32,...;
en general, es ficil persuadirse (compruéhbese) de que
thogy == — 1) it (1.33)
Esta sencilla expresién permite reducir todos los proble-
mas relacionados con los nimeros do Fibonacei de indice
cntero arbitrario a problemas donde s¢ manejan nimeros de
Fibonacei corrientes (de indices naturales).

Por ejemplo, para hallar 1a suma de Jos n «primeros hacia
atrasr nameros de Fibonacci

Uyt Ut oo Fttan
basta representarla, basdndose en (1.33), asi
wi—tst+ .. (=1,
¥ recordar la férmula (1.6)
UegFticgd oot = {(—1)"uyF 1= — w1

Baséndose en (1.32), todo razonamiento inductivo de
tipo «de n y de n 4+ 1 a n + 2» referente a los nimeros de
Fibonacci se puede realizar seglin el esquema «de n y de
n—1an-— 2» En particular, asi se demuestra sin difi-
cultad que la importante férmula (1.8)

Unam = UnotUm ~ Unlimu

es valida para todos los nlimeros enleres n y m.
26, Las formulas principales para o y §

aﬂi—a — CC“ + aﬂ-r], y b)‘He - ﬁn"JF' ﬂnu}

demosiradas para los valores enteros positivos de n, son va-
lidas para todo valor entero de n (subsisten incluso para los

3 —-0308
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valores fraccionarios do n, pero no nos detendremos en ello).
De aqui os facil dedueir que la férmula de Binet
B an_. T
"‘P}- — _.-.—:ﬁ-—-
V5

tiene lugar para lodo valor entero de n.

Observemos, para coucluir, que el resultado del punto
17 también se puede demostrar (por induccién «hacia atrdsy)
para los valores negativos del indice:

o= gl Uy (1.34)

Podemos expresar esla igualdad Lambién asi
(= 1) B (= 1)t g+ (= 4

0 seca,

B"*" TP B R

Ademds, podemos representar (1.34) en la forma
o™ s (=AY e (= 1) s
es deeir,
(=) o™ = by g — 1,

o, en olras palabras,

LT " LU (1.35)

Hy iy

§2
I'ROLIEDADES DE LOS NUMEROS
DE FIBONACCI RELACIONADAS CON LA TEORIA
DE 1.0S NUMEROS

1. Consideremos aliora algunas propiedades de los ni-
meros de Fibonacei relacionadas con su divisibilidad.

Teorema. Si n es divisible por m, también w, esdivisible
par i, .

Demostracién. Supongamos que n es divisible por m, o
sea, que n = mk. Basaremos la demostraciéon en la induc-
cion sepln k.

Para k = 1 se ticne » = m ¥ cs evidente que u,, divisible
POr iy, Supongamos ahora que Upy 8 divisible por u,



35

y consideremos &m guyn- PCFO Upity; = Umidm ¥ OO virtud
de {1.8),

Wikt sy = UmhoAlim - Umallms1.

Es evidente que u, divide el primer sumando del segundo
miembro. Bl segundo sumando es miltiplo de wmy, o sea,
también es divisible por u, segin la hipdtesis inductiva.
De aqui se desprende que la suma de estos sumandaos, o sea,
U nd-1ys 0 divisible por u,,. Hemos demostrado ¢l teorema.

2. Tomemos ahora un nimero m. Si existe un nimero de
Fibonacci u, divisible por m, habré infinitos nimeros de
Fibonacei con esta propiedad, por ejemplo, ademds de w,,
los nOMEroS Uy, Ugys Uany » -« -

Fis intoresanto, por eso, conocer si, dado un namero m,
exisle al menos un nimero de Fibonnacci divisible por m,
Resulta que si.

Sea %ol resto de la division de k por m. Consideremos la
sucesion formada por los pares de restos de la divisién de
los ndmeros de Fibonacci por m:

(i, wa), (o Bs) (W Us)y oo (ny By e (2)

Aceptando que dos pares (a;, b)) ¥ {as, by) son iguales
$i @, = ay ¥y by = by, tendremos que el nimero total de
distintos pares de restos de la division por m es igual a m®.
Ello significa que entre los m? -+ 1 primeros términos de la
sucesion (2.1) hay necesariamente dos iguales.

Sea (&g, @peq) el primer par repetido de la sucesidn
(2.1). Demostremos que ¢s el par (1, 1). En efecto, suponga-
mos lo contrario, o sea, que el primer par repetido es (i,
psq), donde k > 1. Localicemos en (2.1) un par iy, @14)
(I > k) igual al par (i, @igsq). Puesto que uyy = Uy —
— Uy Upoy = Uppy — Uk, Bper = fney ¥ i = g, Tesulla
gue lambién son iguales los reslos de la divisién de uy, ¥
de uy., por m, o sea, fi;q = iy De aqui se deduce que
también {Gp-g, fix) = (Gyoqy )5 pero en la sucesion (2.1)
ol par (p_y, iix ) precede al par (iy, dny ) lnego, (@n, Tnsq?
no es ol primer par repetido y como esto contradice nuestra
hipbtesis resulta que no puede ser k > 1, o sea, que debe
ser & = 1.

Por consiguiente, {1, 1) es el primer par gue se repite
en la sucesién (2.1). Aceptemos que se repite en la {-ésima

3!
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posicién {como hemos explicado debe ser 1 <t <m?--1):
(e, way=(1, 1),

Eslo significa que @y ¥ w4y, divididos por m, dan 1 como
resto. De aqui se dosprende que la diferencia de estos nime-
ros ¢s divisible por m. Pero

gy — Uy = Uq1,

resultando asi que el ntunero de Fibonacei uy_; es divisible
por m.

IHemos demostrado de esta forma el teorema siguiente.

Teovema. Cualquiera que sea el numero entero m, enlre
los m® — 1 primeros ndmeros de Fibonacci habré al menos
uno divisible por m.

Subrayemos que cste teorema no dice nada acerca de
qué namero de Fibonacci serd divisible por m. Sélo deja
constancia de que el primer ndmero de Fibonacci divisible
por m no debe ser muy grande. Mas adelante volveremos a
este problema.

Puesto que (4, 1) es el primer par repetido de la suce-
sion (2.1), resulta que la sucesién de reslos se repite a par-
tir de @iy, 0 sca, que esta sucesidn es periddica. Por ejemplo,
sim = 4, cl periodo de la sucesion do restos es

1,14,2,31,0. (2.2)

En esle caso la longitud del periodo es ignal a 6. Por consi-
guiente, si n es 6k + 1, 6k + 2 6 6k + 5, el resto de la
division do u, por 4 es 1; si n s Ok + 3, ol resto es 2 y, si
nes 6k - 4, el resto cs 3.

3. s de gran interés ¢l estudio de la naturaleza aritmé-
tica de los niimeros de Fibonacei, o sea, el estudio do sus
divisores. Demoslremos que siendo n un numero compuesto
distinto de 4, el ndimero u, es compuesto.

En cfecto, para tales n tenemos n = nn,, donde 1 <<
<n < nyl< n,<nsiendo, ademds, ny > 2 6 ny > 2.
Supongamnos, para concretar, que n, > 2. Del teorema ante-
rior resulta entonces que u, es divisible por u,, con la parti-
cularidad de que 1 <C u,, << u, y esto significa que u, es
un ndmere compuesto.

4. Antes de continuar el estudio de los nimeros de Fibo-
nacci, veamos con el lector algunos resultados elementales de
la Teoria de los nimeros.
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Expliquemos primero el proceso de determinacitén del
méximo comin divisor de dos nimeros a y b.

Efectuemos la divisién entera de a por b. Sea gqel cocien-
te y sea ry ¢l resto:

a = bgy + ry, donde 0 <y <0

Fijémosnos en que para a < b se tiena g4 = 0.

Dividamos ahora b por ry determinando el cociente g,
y el resto vy b = rygy -+ ry, donde 0 ry < 1y Puesto que
r; << b, debe sor g; 5= 0. Dividiendo después r; por ry, en-
contravemos g, 7= 0 y ry tales que 1, = ¢grs 4+ ry ¥ 0
< ry <1, Procedamos de este modo mientras se pueda
prolongar el proceso.

Este proceso, tarde o temprano, deberd interrumpirse ya
que todos los enteros positivos ry, 74, Iy, . . . son distinlos
y menores que b; luego, la cantidad de estos niimeros no
pasa de b y cl proceso debera concluir no més tarde del
b-ésimo paso. Puede interrumpirse sdlo si vna de las divi-
siones resulta exacta, o sea, si el resto correspondiente resul-
ta igual a cero y no se puede dividir ya por él.

El proceso descrito se conoce como el algoritmo de Eucli-
des. Aplicindolo a los nimeros a y b, obtenemos la siguien-
te sucesién de igualdades

o= bqﬂ + ry,
b=rqi+ry,
ry=Tryy~ra,

. . . . . L L L (21 3)
Tn-g== TnQ@n-1-+Tn,

o1 = Tadn.

Consideremos el dltimoe término diferente de cero de la
sucesion a, b, ry, 07y, - . ., Iy, Hablando en términos gene-
rales, éste sera el resto r,, pero, en particular, también po-
dré ser el niimero b (para conseguir Ia uniformidad, podemos
aceptar que b = r,). Es evidente que r, divide r,_;. Tome-
mos ahora la pendltima igualdad (2.3). Ambos sumandos de
su segundo miembro son divisibles por r, de modo gue 7,
divide también r,.,. Podemos comprobar sucesivamente de
la misma forma (jinducciénl) que r, divide ry_g, 7n-gr - - -
y; finalmente & y @. Por lo tanto, 7, es un divisor comin de
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@y b. Demostremos ahora que r, es el méximo combn divi-
sor de @ y b. Para ello basta probar que todo divisor comin
de a v b divide también r,.

Sea 4 un divisor comGn de « v b. De la primera igual-
dad (2.3) resulta que d divide 7. La segunda igualdad (2.3)
implica enlonces que d divide r,. Andlogamente (jindnc-
cion!) se demuestea que d divide rg, . . ., r'ny v, finalmen-
te, r,.

Hemos demostrado, pues, que el algoritmo de Euclides
aplicado a los ndmeros naturales ¢ y b permite efectivamen-
te determinar ¢l midximo comin divisor de éstos mimeros.
Indiquemos por (g, b) el miximo comin divisor de los nime-
ros ¢ y b

Es evidente ¢gue a es divisible por & si, y solo si,
{a, D} = b . ,

A Utulo  de ejemiplo, delerminemos . (Ugy i) =
= (6765, 61%).. L

6765 = 610-11 + 55,
610, = 5541 45,
“Bh= 5.4,
“Es decir, _
. (Ua0y. tis) =5 =g

'No es casual que el mdximo comian divisor de dos nime-
tos de Fibonacei’ resitlte ‘de nmuevo un nimero de Fibonacei.
Més adclante demostrarémos que siempre ocurre asi.

5. ‘Un procese andlogo al algoritmo de Luclides suele emplearse
también en ln Geometria al determinar Ja medida comin de dos seg-
mentos conmensurabies. Bn efecto, considercmos dos segmentos: uno
de Jongitud @ y otro de longitud b. Restemos el segundo del primero
tantas veces como sea posible (si & > e, es evidento que no podremos
hacerlo ni una vez) e indiguenos por ry la longitud del resto. Es obvio
gue r, < b. Restemos ahora del segmento de longitud b ol scgmento
de longitud r; tantas veces como sca posible e indiguemos por r, cl
resto que resulla, Procediende de la misma Torma, vhtendremos una
sucesién de segmenlos cuyas lengitudes dismineyen evidentemente.
Comno veraos, hasta aqui T somejanza con el algoritmo de Euclides cs
total.

Sin embargo, desde este momento se observa uns diferencia impor-
tante entre ol proceso geeméiyico descritu y el algorilmo de Yuelides:
1a sucesién de Testos que so obliene en el cago de los segmentos puede
no interrumpivse prolongindose indefinidumente este proceso. Ast
sucaderd, chviamente, si los segmentos iniciales son inconmensurables.
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Veamos algunas propiedades elementales del mdximo
comin divisor de dos nimeros.

6. {(a, be) es divisible por {a, b). En ciccto, by, por ende,
también bc es divisible por (a, b); estd claro qie a es divi-
sible por {(a, b). Segln e} punto 4, de aqui resulta que tam-
bién (a, bc) es divisible por (a, b).

7. Se ticpe (ac, be) = (a, b) c.

Demostracion. Consideremos las igualdades (2.3) gue
describen el proceso do determinacion de (a, b). Multipli-
cando ambos miembros de cada una por ¢, obtendremos,
como facilmente se comprueba, un sistema de igualdades
que corresponde al algoritmo de Euclides aplicado a los
niimeros ac y be. El dltimo resto no nulo sera en este caso
., ¢ 05ea, (a, be.

8. Si {a, ¢) =1, se tiene (@, be) = (a, b). En efecto,
segim ¢l punlo 6, (a, be) es divisor de (ab, be). I'ero

{ab, be) = (a, c}b=1-b=1b

en virtud del punto 7. Por consiguiente, {a, be} divide b.
Por otro lado, {a, be) es divisible por a. Luego, debido a lo
demostrado en el punto 4, (a4, bc) también divide (e, b).
Pero como, segiin el punto 6, también (a, b) divide (a, bc),
resulta (a, b) = (a, be).

Supongamos que be es divisible por a, es decir, que
(a, be) = a. Si, ademds, se lienc {a, ¢) = 1, de lo anterior
sc¢ deduce que {a, b) = a, o sea, que b es divisible por a.

Si p es un nimero primo, cualquicr a es divisible por p
o es primo con p. Por eso, de lo anterior resulta: si el pro-
ducto de dos niimeros es divisible por un primo p, al menos
uno de los factores es divisible por p. Empleando la induc-
cidn, esta afirmacién se hace vilida, evidentemente, para
un namere de factores cualquiera.

9. A titulo de ¢jemplo —que scryird mds adelante— consideremos
uno de los criterios de divisibilidad de los coelicienles binomiales.

Teorema. Si p es primo y si k& = 0 y k == p, resulta que CI;, es di-
visible por p.

Demostracion. En cl punto 14 del § 1 hemos visto guo

o Pe=1) . (p—kt1)
P 1-2- ...k i

Esta fraccifn es un nimero entero y, por eso, su denominador divide
el numerador. Pero todos los factores del denominador son menores
(que p, 0 sea, no son divisibles por p. De aqui resulta gue el producto de
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estos faclores (o sea, el denominador) tampoco es divisible, segiin
lemos explicado, por p ya ¢ue p es primo. Es deeir, el denominador
s primo con p.

E]l numerader es el producto de dos némeros: p y (p — 1) ...
- {p—k--1). Esle producto es divisible por el denominador.
Cemo quiera quo el denominador es prime con p, el denominador divi-
de el segundo factor (p—1) ... (p—Fk-14). Sea (p—1) ...
covdp—d-1)=1-1-2- ... -k Entonces sc ticno C§ = [p como
queriamos demostrar.

10. Si ¢ os divisible por b, sc tienc (¢, b} = (¢ + ¢, b).

Demostracion. Aplicando ¢l algoritmo de Euclides a los
nimeros a y b, llegamos al sistema de igualdades (2.3).
Apliguemos este algoritmo a los nimeros ¢ + ¢ y b. Por
hipotesis, & divide ¢, o sea, ¢ = ¢;b; el primer paso del
algoritmo da

t+c= (g +c) b+ r.

En todos los demds pasos obtendremos sucesivamente Ia
segunda, la tercera, cte. igualdades del sistema (2.3). El
ultimo resto diferente de cero continvara siendo r, de modo
que (a, b) = (a + ¢, b).

Conviene que ¢l lector demuestre este teorema hasdndose
solo en los resultados de los puntos 6, 7 v 8, es decir, sin
recurrir al algoritmo de Buclides y al sistema (2.3).

11. Teorema. Los nimeros consecutivos de Fibonacci son
primos entre st

Demostracién. Supongamos, a despecho de la afirmacion,
que U, ¥y U+ tienen un divisor comin d > 1. La diferen-
cia Uy4y — U, €8 divisible, entonces, por d. Pero como
Uy — Uy = Up_y, Tesulta que 4 divide también u,_,, Ana-
logamente se demuestra (jinduecion!) que 4 divide u,_,,
U, 5 ete. y, finolmente, u;. Pero u, = 1 y no puede ser
divisible por d > 1. Hemos llegado a una contradiccion;
gueda demostrado el teorema. :

12. Teorema. Tiene lugar la igualdad

(um: urr) — nuu. ny.

Demostracién. Supongamos, para concrelar, que m > n.
Apliquemos el algoritmo de Euclides a los atimeros m y n:

m=ngy+ry, donde 0 ry<n,
7 == gy Iy, donde O0<Cry, << 1y,
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T1=T2Q2+T3-, donde 041"3<?'2.

Pe.g =Tt 474, dondo 0re <7y,
Ti-g=T11i-

Sabemos que 7, es el maximo comin divisor de m y n.
Puesto que m = ng, + r;, resulta que

{tmy Un) = (Ungetryr Wn)y
o Seca,
(um: u'n) == (u'nq,n—iur; + Unggllri+1, un):

de donde, basdndonos cn los puntos 1 y 9, tenemos
(s Un) = (lngy—1tsyy Um)
o, en virtud de los resultados de los puntos 11 y 8,
(tms Un) = (U Un).
Andlogamente se demuestra que
(rgs Un) = (tlryy Ury),s
(trgy Upy) = (tirg, Ury)s

(ry o Ury ) = (e Ury )
Comparando estas igualdades, encontramos
(tmy Un)= (Uvrtn u’t—i);

como quiera que ry divide r,_; y, por onde, u,, divide u,,_,
debe ser (up, Ur_) = Ur. Recordando, finalmente, que
ry = (m, n), obtenemos el resultado necesario.

En particular, de aqui se deduce el teorema reciproco al
teorema del punto’l: si u, es divisible por u,, también n
es divisible por m. En efecto, si u, es divisible por uy,, tene-
mos, como se ha explicado en el punto 4,

(Uny Um) = Up. (2.4)
Pero acabamos de demostrar que
{tn, ) = tn. m ¢ (2.9}

Comparando las formulas (2.4) y (2.5), cncontramos

Um = Um, m)i
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o sea, m == (n, m) y esto siguifica precisamente que n es
divisible por m.

13. Uniendo cl leorema del punfo 1 y el corolario del
teorema del punto 12, resulla: w, es divisible por uy, si, y
solo si, n es divisible por m.

En olras palabras, para analizar la divisibilidad de los
nimeros de Fibonaeci basta estudiar la divisibilidad de sus
indices.

Enunciemos, por ejemplo, algunos «criterios de divisibi-
lidad» de los ntmeros de Fibonacci entendiendo por tales los
eriterios que permilen conocer si uno u otro nitmero de Fibo-
nacei es divisible por un namero dado.

Un nimero de Fibonacei es par si, y solo si, su indice
es divisible por 5.

Un amero de Fibonacei es divisible por 3 si, y solo si,
su fndice es divisihle por 4,

Un namero de Fibonacei es divisible por 4 si, y sélo si,
su indice es divisible por 6.

Un ntmero de Fibonacei es divisible por 5 si, y sélo si,
su indice es divisible por &.

Un ndmero de Fibonacei es divisible por 7 si, y sdle si,
su indice es divisible por 8.

El léctor podrd ficilmente demostrar estos criterios y
otros por cl estilo empleando la proposicion enunciada al
principio de este punlo y considerando, respectivamente, el
tercer, el cuarlo, el quinto, cl sexto, ¢l octavo, etc. niime-
ros de Fibonacci.

Demuéstrese también gue no existen nimeros de Fibo-
nacei que, divididos por 8, dan 4 como resto y que no existen
nameros de Fihonacci a la vez impares y divisibles por 17.

14, Hasta ol final do vste pardgrafo usaremos con frecuencia pro-
posiciones do Lipo «los nimeros ¢ ¥ b, divididos por m, dan el mismo
restoy o {gue viene a ser lo mismo) «la diferencia @ — b es divisible
por m».

Necesitamos Jigereza y seguridad para manejar estas propesicio-
nes y pasar de unag a otras. Por 0so, ignal que en la Teoria de los ni-
Meres, expresaremos estas proposiciones simbdlicamente convirtién-
dolus asi er elementos de un ecdleukoy.

Definicion, Dos nimeros ¢ ¥ & se llaman congruentes modulo m
si, dividides por m, dan un misme resto, o sea, si @ — b os divisible
por m. Simbélicamente la congruencia modulo m de los nimeros a ¥
b se expresa st

a == b(mdd m).
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Es obvio que siendo e divisible por m sc tiene
a = 0 (mbd m).
¥ viceversa.
15. Las congruencias de un mismo médule se pueden sumar miem-
bro por miembro lo mismo que las igualdades.

Lema. Si
ag = by (mdd m),
ag =t by (méd m),
. a, = by (mid m)
se tene

aytag+ .. Fa,=b 4 byt ... b, (mbd m).
Demostracion. Por hipdtesis, m divide cada una de las diferencias
ay — by g —bgy v 10y 8y — 0y,
¥, por consiguiente, también divide la suma
(ag — b)) A {ap — bp) - . .. - {0, — B}y
o sca, la diferencia
(@ + a4 ..o ) — (bt b+ .. A by)

como queriamos demostriy.
16. Hemos visto en cl punto 9 que sicndo p prime y siendo 0 <
< k << p, so tiene

Ch = 0(mdd p). : {2.6)
Bsto mismo se puede expresar asi _
C;‘,"'i = 0 (méd p), 2.7

donde 0 L k<< p — 1.
~ Por lo tanto, siendo 0 <k << p — 1, son vilidas ambas congruen-
cias (2.6) y (2.7). Suméndolas, enconiramos
Ch+CrH = 0 (mad p),
o sea,

C;,‘l_;ll = (0 {mod p),

En otras palabras, siendo p primo, todes los elementos de la
{p 4 1)-6sima jila del tridngulo de Pascal, a excepeién de cuatro (los
dos extremos de la izquicrda y los dos extremos de la derecha), son
divigibles por p.

Es facil ver lambién que

Cots = Cppq = Chyy = CoF} =1 (mdd p).
17. La congruencia (2.8) se puede expresar asi
C;‘,:’l +C:‘;_1 =0 (mod p}
Cril=—Ch_, (modp).
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Esta relacidn es vélida para todo k¥ =1,2, ..., p— 1y, por con-
siguiente,

0 i 1 e - 3
& =l pmit e —E

p-i

€=} (méad p).

i

Pero C?,_, =1 y, por ¢so, esta férmula dice que los elementos do la
(p — f)-8sima [ila del iridngulo de Pascal corrcspondientes a las
posiciones impares son congruentes modulo p con 1, mientras quo los
olomentos correspondientes a las posicioncs pares son congruentes
con —1.

18. Las congruencias de un mismo médnlo se pueden también
multiplicar miembro por miembro.

Lema. S§i
ay = by (méd m),
ay =+ b, (méd m),
a, =2 bp (mbdd m),
se licne
Aty - .o 0y = by oo by, (nOd m). (2.9)

Demostracién.  Apliquemos la induccién segén n.

Tara n = 4 ol Joma es evidonto.

Supongamos que es vilide para un valor de » (o sea, que (2.8)
implica (2.9)) ¥ agroguemos a fas condiciones dol loma la cengruoncia

Apeq = by (Mod m). (2,10

Las congruencias (2.9) y (2.10) significan quo las diferencias res-
pectivas' ayap . .. @ — byby ... by ¥ @p41 — bpyy son divisibles
por n. Es decir,

Ay ... a,,:b,bg i bn-}-mf y
Ong1=bpygfmty

donde T y ¢ son nimeros enteros. Multiplicando las igualdades obte-
nidas, encontramos

ﬂlﬂ.z... Anfinel =
L =bby ... bubpsyd-m (Bidy «. . but+bngi T+ mTH).

Entre los paréntesis aparcce un ndimero entero y, por eso,
Ay .. Uplyyy = by .. Dybpay (mod m),

como queriamos demostrar.

De esto lema se desprando que se pueden elevar a cualquier po-
{encia entera no negativa ambos miembros de una congruencia.

Como un caso particular do cste lema aparece el resultado si-
guiente: ol producto de nimeros de tipo 46+ 1 es del mismo tipo 4t +-1.
Iin efecto, supongamos fue los nimeros son ay, @y « =+ @y- PoT hi-
potesis, tenemos

ay =1 (mdd 4), ayg =1 (méd 4}, ..., a, = 1 {méd 4).

Multiplicande estas congruencias, encontramos
aay . &y w= 1 (mod 4).
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19, También las reglas deo cancelacién de las congruencias so
asemejan a las que oxisten para las igualdades: las igualdades so
pucden dividir por cualguior niimero difercnte de coro y las congruen-
¢ias, por todo numore prime con el mébdulo.

Lema. Si

ac = be (mod m) (2.11)
¥ (e, m) =1, se tiene
a = b {méd m). (2.12)

Demostracion. La congruencia {2.11) signilica que la dilerencia

ac — be es divisible por m. Pero

ac— be={a—b)¢
y como {¢, m) = 1, m debe dividir la diferencia ¢ — b, de donde re-
sulta (2.42).
20. En muchos casos resulta 1til la signients afirmacién conocida
como «cl pequeiio teorema de Fermat.
Teorema. Si p es un mimere primo gue no divide a, s¢ tiene

ar-t = { (1ndd p).
Demostracion. Consideremos los nimeros
a, 2a, .., (p—1)a. (2.43)
No hay entre ellos dos congruentes médule p. En efecto, puesto
que (a, p) =1, de
ka = la (mdd p)

resulta, segin el punto 19, que
k == I {méd p),

o sea, que p divide & — I lo cual cs imposible pues 0 <k, I <<p ¥
k==

Ademas, ninguno de los nfimeroes considerados es divisible por p.

Es decir, todos los nimeros (2.13), divididos por p, dan diforen-
tes restos ry, ra, . . -y Fp-y CBda uno de los cuales es distinto de cero.
Pero en (2.13) hay p — 1 nimeros y, por otre lado, en la divisién por
p so dan también p — 1 restos no nules, todos ellos distintos. Resu-
micndo, cada uno de los restes 1, 2, ..., p — 1 aparece entre los
NAMEroes 7y, gy« « - rp-1 (Testos de la divisién do los ndmeros (2.13)
por p) una vez solamente. Por lo tanto, tenemos

a
2a

ry (méd p),
r2 {nléd P) *

i

(p—1) a = rp_g (md p).
Multiplicande miembro por miembro eslas congruencias, resulta
1.2 oo (p—1)aP-t=ryrg oo rpoy (M6d p). (2.14)

Poro ya sabemos que los niimeros ry, ry, . . .y Fp.g coinciden,
salvo el orden, con los nimeros 1, 2, ..., p — 1. Por eso, 1a con-
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gruencia (2.14) puede see expresada ast
1.2. ... (p=Pyar-1=1.2. .., .(p—1) (méd p). (2.15)

Observemos, por viltimo, que el producto 1.2. ... «(p —1) es
prime con p de nmllo que la congruencia (2.15) puede ser dlvidlda por
cate namero, o ea,

b=t = 4 (mdd p),

coma queriamos lemosirar.

21. Segin hemes visto en ¢l punto 2, enire los divisores de los
numeros de Fibonacei figuran todos los nimeros. Ahora mostraremos
que se pueden indicar ciertas clases de niimeros de Fibonacei que posc-
en divisores bastante cenerelos.

Por ejemplo, tiene lugar el signiente leorema 1},

Teorema. Si el indice del nidmero de Fibonacel es impar, fodos sus
divisores impares son de tipo 4L+ 1,

Demostracion. Segin In foemula (140} (véage el punto 9 dei § 1),
para nodmpar se Liene

M=ty gttgaa-F
de donde resulta
" = -
Up gl — My =ty g (g ) == 1] —
2 L E
b -ty —nf = —1, (2.16)
Sea p <= 2 un divigor primo de w,. De {2.10) se desprende que
tr_y -+ 1 es divisible por u, v, en consccuencia, también per p. Es
deeir,
wh_p = — 1 (mndd py,

" n . '
Elevando a 5 ambos miembros de esta congruencia, obtenemos

-1 p—1
(3 ¥ =uP”}=(~1) % (modp).

Ademas, (1, .1, uy) == 1 de moda que w, ; no es divisible por p v, se-
ghn ¢} epequedio leorema de l‘(-rmal.», enconiramos

;--l

wl " e (mdd p),

Pero entonces lembién
p—1
(—1) * =1(mdd p),

n—1 - .
o sea, (—1) {z— = 1. P'or consiguicnie, Ez— €S un numero par y esto

siguifiea que p es de la forma 42 - 1.
ULl autor expresa gu grabilud a un alicionado a las Matemi-

ticas, residente en Leningrado, gque lamé su atencién sobre este
hecho.
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75 decir, todos los divisores primos impares de w, son o In forma
4t 4 1; segiin hemos explicado al final del punto 18, de la misma for-
ma serdn todos los productos de estos divisores, o sea (véase el punto
5 del § 1), todos los divisores impares de u,.

22. Segin la definicidn de congruencia, lodos los nimeros que,
divididos por m, dan un mismo Testo son congruentes entre si modulo
m. Al contrario, los niimeros son incongrnentes si, divididos por m,
dan dilerentes restos.

El resto de la divisién por m puede ser s6lo uno de los m nimeros
1, 2, ..., m — 1. Por consiguiente, no puecde haber mas de m nime-
ros ineongruentes mddulo m entre si.

Sea m impar; tomemos los nimeros

mo—-1 m—23 ; E 1 —n i m—1
B --T,.,.,-—i,ﬂ. 1,2,.“.-*—:_‘,——, 5

(2.17)

La cantidad de estos ndmerns es m y enlre ¢tlos no hay dos congruenle$
médulo m (de lo contrario, la dilerencia de esos, distinta al cero y dv
valor ahgolute menor que m, seria divisible por m). Kn consceuencia,
todo nimero es congruente mérlulo m con uno de los niimeros (2.17)
que se denominan residuos mddule m absolutamente menvres. E1 valor
absoluto de cualquiera de estos residues es, ohviumenle, menor que
la mitad del médulo, '

Nétese que, siendo m par, también se puede construir el sistema
de residuos absolutamente menores pero éste serd distinto al (2.47):

m-—2 m-—4 m—2 m
—T’, '——2" B W [ t, L T

2 2
Para m par no habremos de recurrir al sistema do residuos absoluta-
mente menores. —
23. Sea m un ndimero impar no divisible por 5. Consideremos la
sucesidn de los residuos médulo m de valor absoluto minimo calcu-

5 ; 3 m—1
lados para los mimeros 5, 2.5, 345, . . .,

-5, Tor cjemplo, para
m = 21 csla sucesion es
5, 10, —6, —1, 4, 0, -7, =2, 3 v &,

Veamos, para diferentes m, en qué orden aparvecen aqui los signos
positivo y negativo. Resulta que este orden depende de fa tiltima cilra
{en el sistema decimal) del mimero m.

Lema, Sim = 10{ -+ 1, la sucesion de residuos absolutamente meno-
res tiene la estruclura siguiente: t términos positivos, I iérminos negati-
ves, t Lérminos positives, ¢ términos pegalives y t términog positivos.

Sim = 10t 4 3, el esquema de secuencia de los signos ex: 1 (érmines
positives, ¢ términos negativos, t términos positives, t ~- 1 términos nega-
tivos y t términos posilivos.

Sim = 10t + 7, en la sucesidn habrd t términos positives, ¢ + 1
términos negativos, t -1 1 términos positivos, t iérminos negativos y t - 1
términvs positives.

Si m =10t 4+ 9, fendremos t términos positivos, & 4 1 términos
negativos, £ + 1 términos positives, ¢ -\~ 1 términos negatives y t -|- 1
terminos positivos.
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Demostracién, Se lleva a cabo realizando ¢l cdleulo directo en
cadn uno (e los easos; nos limitaremos al primero dejando al albedrio
del lecior el andlisis de los restantes.

2
mado que todes estos nimeros de forma Bk son ya residuos madulo m
absolutamente menores. En total serdn ¢ y el Ultimo serd 5¢. Pucsto
que 5 (¢ + 1) > ”’2 J
de ser negativo {e igual a =5¢ - 4). Agregindole sucesivaments t — 1
cincos, obtendremos la seric de £ nimeros negativos que terminara
con el —1. A continnacién aparccerd el 4 v, tras el, un total do ¢ — 1
mimeros posilives (hasta ol ndmero 4 4 (¢t — 4):5 = 6t — 1 inclu-
sive); después surgirdn de nuevo nimeros negativos (del —5¢t 4 3 al
—2, es decir, un totad de ¢ niimeros). Finalmente, con los nimeros del
3 al 5t — 2 obtendremos Ins 0ltimos ¢ términos positivos de la suce-
sidn,

Hemos demostrado fa primera afirmacion. )

En realidad, lo que nos importa cn cste lema es que para m =
— 10t 4- 1 Ja sucesién tendrd un nimero par de términos pegativos
¥ para m = 10f & 3, un nimero impar.

Sea, pues, m = 10t-|-1. Es ohvio que 5k

para k<t de

, ¢l signiente residuo absolutamonte menor ha

p—1

2h. Lema. Si p 2s nimero de tipo 5t <= 4, el nitmere 5 2 —1 s
divisible por p.

p=1
Si p es un nimere de tipe 5t -1 2, el niimero 5 % 11 es divisible
por p.
Demostracion. Tenemos
5= gy (mdd p),

2.5 = gyrp {mdd p),

P—"’ g i’
T = 4 Th g {(mod p),
2 2
donde g,rp, os el residuo médulo p absolutamente menor del nimero
k.5; ademds, r, = 0 mientras que e, = =+1 determina el signo del
residuo. .
Multiplicando estas congrucneias, encontramos
; 2
o 2 . : .
120225 e e e o, (m6lp). (248)
2 2

Iil ruzonamiento que sigue recucrda el empleado en la demostra-
¢ién dol pequefio teorema de Fermat.

Cada uno de los nimeros posilives ry, ra, . .. no pasa de

1 ]"p_j
2

p—1
2
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Siendo dos de estos nimeros iguales, por ejemplo, rpy ==

=1 (1 Lh L P;1 ) , tendriamos 5k =+ 5! {mdd p) y también

k == 4] (mbd p) pues {5, p) = 1. Pero esto no puede suceder ya que
—p < k—Il<k+l<pyhk—1s0 Por consiguients, todos los

DOMOros ry, ryy « « +y Ty SOR distintos, o sea, son, salvo ol orden, los
B
5 —1 2 i
numeros 1, 2, ... P . Como todos estes niimeros son primos ¢on
el médule, podentos dividir la congruencia (2.18) por el producto
- I p; . Asi obtonemos
p=t
5 2 =gey... L {mod p).
=2
Sogun el lema del punto 23, ¢l producto e4e,. .. £, contiene

2
el factor —1 um nimero impar de veces si p = 10t & 1 (como p es
impar, esto significa quo p es de la forma 5 &+ 1) y un nimero par de
veces si p = 10t = 3 (o sen, si p es de la forma 5 =+ 2).

Do aqui se deducen directamente ambas afirmaciones del lema.

25. Estamos en condicioncs ahora de demostrar la principal
pr?piadad de divisibilidad de los mimeros de Fibonacci por un mimere
primo.

Teorema. Si el niimero primo p es de la forma 5t 4 1, el niimero
up.y es divisible por p. SU p es de la forma St £ 4, el nimero up4yes
divisible por p.

Demostracién. Supongamos que p es de la forma 5¢ + 1. La f6r-
mula de Binet da

-1 w1/ o
= ()T (55)7 -
“%aﬁ-—uucu Vo 62, (VB +C (15—

—t4Ch_ VB—C2_ (VB4 ... 5] (V5]
o, después de simplificaciones evidentes,
p—3
1 e
up-1=_2.p—_§(c1_1+c3,1-5+05_1-52+‘..+cg_§-5 ).
Hemos visto en ol punto 47 quo todos los coolicienies binomiales que
agui aparecen son congruentes médulo p con el 1. Por eso,
p-3
2wty g =2 (1454 45 2 ) (méd p).
40308



Sumando la progresidu geomnéirica ¥ tomando en comsideracion que
2r-1 es congruenio médulo p con el 1, obtenemos .

p=1

T R
Wpet B ——— (méd p).
Pero, segin el Jema anlerior, el numerador de la fraccién del segun-
do miembro es divisible por p. Como {p, 2) = 1, la [raccién es también
divisible por p ¥, en consccuencia, up,_y es divisible por p de modo que
queda demostrada la primera afirmacién del teorema.
Pasemos al caso en que p es de la forma 5¢ -t 2. Aplicando, igual
que antes, la Iormula de Binet, obtenemos
p—1

LIPSy 3 52 P
"'_n+1=2—n (C,,.{ 1 '}‘C'p.H -4 LP'H Lo ‘l-C;j_|_1'5 iR

Segiin el punta 16, {odos Ios sumandes que liguran entre los parénte-
aig, a excepcidn do Jos exlremos, son divisibles por p micnlras que
€ = Cllyy,y dividido por p, da 1 como resto, Por eso

i p=t
Myt =5 (145 2 ) (mid p).

Aplicando en este caso el lema unterior, obtenemos que w4, es divi-
sible por p.

26. Supongamos que w, es divisible por un nimero primo p y
que todos los nimeros de Fibonacei menores que wu, no son |livisigles
por p. Bn tal caso diremos que p es un divisor propio de u,. Por ejom
ple, 11 es un divisor propio do uyy, 17 es un divisor propio de uy, ele

Es interesante que cualquier nimers de Fibonacci, a excepeion
do wuy, ug, ug ¥ tyy, posee al menos nn diviser propio.

La demostracion de este resultado requiere razonamientos bas-
tante complejos y exige que le dediquemos el resto del Earégmfo.
A la vez encontrarcmoes algunas propiedades nucvas de divisibilidad de
ios nimercs de Fibonacel,

27. Empecemos por alguuas consideraciones generales,

Ll importanle resultado, al que se llegd en el punto 8, sobre la
divisibilidad de un producto por un niimero primo permite demostrar
el teorema llamado u veces ¢leoreina fundamental de la Aritmétican.

Teorema. Todo nimero natural se descompone de un modo iinico en
producto de faclores primos.

Demostracion. Subrayemos, ante todo, gue la posibilidad de tal
descomposicion es un resultado muy sencillo que hemos encentrade
ya en el punio 5 del § 1 aplicando el razonamiento inductive directo,

Con el fin de demostear Ia unicidad de la descomposicién conside=
remos dos posibles descomposicioues de #n nitmero a en factores primos:

Py oo D=0 =103 ¢+ qp

Aceplesnos para puntualizar que & < 1. El segundo miembro debe
ser divisiblo por p). Bs decir, como hemos explicado en el punto 8,
py debo dividir al menos uno de los [actores del segundo miembro,
Supongamos, para coneretar, que ¢y es divisible por py. Puesto que el



ntimero q ¢s primo, esto puede darse s6lo si p; = g, Simplilicaremos
obteniendo

Pere PR=a-- 0

Repitiendo este razonamiento (jinduceidnl) & veces, o sea, hasta agotar
los factores del primer miembro, llegaremos a Ia igualdad

t=gpey ..+ Q0
Pero esto niltimo es posible sélo si g4y = . .. = g; = 1 en cuyo caso
no pueden figurar los factores primos gu44, . - .y g1 en la descomposi-
cién inicial. o
Hemos demostrado ¢l teorema.
28. Si agrupamos en potencias los [aclores iguales de la descom-
posicién de e en factores primos, tendremos

a=p{ipg? ... PRk (2.19)

Esta expresién obtenida para el nimero natural’ a se denomina des-
composicibn canénica del mismo.

A veces, parn mayoer comodidad, agregaremos a la descomposi-
cién canénica factores primos arbitrarios de oxponenle nulo.

29. Para que un numero e de descomposicién candnica (2.49)
sen divisible por

b=p?‘p§2 O Jﬁh (2.20)

a5 necesario y suliciente, desde luego, que sea

Br Lo By Loy - -, Pr Sy

(En particular, si algin «; = 0, también dobe ser f; = 0.
Ahora podemos dar una explicacion nueva do lo que es e{ maximo
comiin divisor de dos o varios nimeros.
Sean a;, a3, . . ., @, UNOS NUmeros naturales y sean py, py, - - -
. ... pp Numecros primos, divisores, por lo menos, de uno de ecsos
nimeros. Consideremos las descomposiciones candnicas de ¢, a5, - . .
i wyilis

o
ay= P .. g,

(e

ay=pTHps? ... phen, (2.21)

Lo d
ap= Pinlp%nz o pgﬂk

{aqui se tiene «;; > G para todos los cxponentes). Es evidente que la
descomposicion candnica de cualquier divisor comin d de los niimeros
@y, g, - « @, Do pucde tener factores primos diferentes de py, p,, . . .

ey e s

1,.';23 R L
Ademas, ol exponente §; no puede superar ningu'no de los exponenies
Cijy Capy - - 1 Uyp Gue le corresponden y que figuran con p; on lns

descomposiciones do los néumeros ay, ag, ..., a4yt

§ <oy O gy o vey 8 K atpge (2,22}
A%
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8i d es el mdzimo comiin divisor, los exponentes O; deben ser los
mayores deo los nimeros que satisfacen lag desigualdaées respectivas
(2.22). Pero esto significa que &; ha de sor simplemente ol menor de
los miimeros correspondientes e, gz, .« . ., Gn; 10 cual so puede ex-
Presar asi

6i=min {ais %agy - o9 ®ail.

Igual que en cl caso de dos niimeros, el méximo comtn divisor de los
ROMETOS 4y, az, - - -, @ 56 designa por (ag, aq, . . ., ap).

30. El concepto de minimo comun m'l'xllhp"lq es, en cierto sentido,
dual al concepto de maximo comiin divisor.

Todo namero divisible por los nimeros a;, agqy « + ., ap do des-
composiciones candnicas (2.21) debe contener, ovidentemente, en su
descomposicion canénica todos los factores primos que figuran ypor lo
menos en una do las descomposiciones (2.24), o sea, los nimeros
Piy Pas « - -1 Py Ademds, en la descomposicién candnica do un mil-
tiplo comiin pueden apareccr otros factores eextrafioss. Por consi-
guicnts, Ia descomposicién candnica do cualguicr miltiplo comin m
de Jos nimeros ay, ag, . - -» @, €3 do In forma

m=plipf? ... A0,
donde @ es of producto de todos los factores primos cextrafios, con la
particularidad de que para todo i =1, 2, .. ., k se cumplen lag de-
sigualdades
[ 3 Cygs i3> Oats + -y P 2> Bnie (2.23)
i m s el minimo comin multiplo do los niimeros a;, 4z, . .\, ap,
ol factor Q no debe, naturalmente, figurar (o sea, debo ser igual a uno)
y los exponentes p; deben ser Jos menores de los némeros que satisfa-
cen las desigualdades (2.23). Pero esto iltimo significa que 1y ha de
ser simplemente cl mayor de los nUMeros @.;, Gagy « « +y %nyl
oy ==X {ctgty Cgty oo oy Gnt)e

£l minimo ¢omin miltiplo de los nimeros a;, ag, . .., a, se
indica por fay, gy « . s Enl .

31. Demostremos un lema auxiliar.

Lema. Cualesguiera que sean los nimeros Oy, ®ay « « oy Gpy 5€ tiene
MAxX {aty, gy «ovr B} =

P B O - atp—min {o, ag}-—min {ay, ag}—...
.. —min {&neq, an}-+min {ay, o, ag)+
4 min {o, o, G}t ..
4 min {ey, &g -0 On} (2.24)
{aqui en la segunda fila aparecen todos los minimos de dos nimeros,
en la tercera, todos fos minimos de tres numeros, etc.).

Demostracién. Podemos aceptar desde el principio, sin perder

generalidad, que los nOmeros ¢, Cgy + . «, &y cumplen la condicién

oy >0y e 2> Upe
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En tal caso
méx {ah Chgy « =y a"ﬂ} = Ol

Calculemos el valor del segundo miembro de (2.24). Veamos con
este fin cuintas veces aparece (algebraicamente) en ¢l cada uno do los
nimeros oy, Ggy - - . & conviniendo en que de dos numcros a; y
w; jguales se toma como minimo ol do mayor indice (csto de ningin
modo afectard los valores de las expresiones considoradas).

Observemos primero que ¢y S el mayor de los niimeros considera-
dos. Por lo tanto, aparecera sélo en la primera fila del segunde miembro
de (2.24) 3{, ademas, sélo una vez, o sea, &y aparece en el segundo
miembro de (2.24) con el coeficiente iguel & uno.

Veamos ahora cémo aparece en ) segundo miembro de (2.24) un
nimero cualquiera o, (i > i{. En la primera fila figura sélo una vez.
En la segunda y en todas las sucesivas hasta la i-ésima inclusive,
entra s6lo cuando acompajia los minimos donde a; aparece con nime-
ros do indice menor quo i. En la fila j~ésima (f <) aparccerd tantas
veces cuantas combinaciones so pueda formar de i — 1 numeros cy, . - -

.., o;—f tomados j—1 a j — 1, o sea, Ci:} veces (véase ol punto 14
del § 1). Por consiguicnte, el nimero & aparecerd (algebraicamente)
un total de

2 : -
1—Cl_ -+l —... £ €T}

veces.

Pero, en virtud del punto i3 del § 4, esta expresién es igual a
€oro.

Es decir, el segundo miembro de (2.24} es igual a o y,por ende,
al primer miembro; hemos demosrtado el lema.

32. Empleemos este rosuitado para dar una expresién cdmoda
del minimo comvin midltiplo de varios ndmeros.

Teorema. Se tiene

[ag, 830 <., Bp]=
= a4ag ... A, (@3, M, a3) (a4, ag, 84). .. (2.25)
(ﬂ!t aZ) (ﬂ,, d:;) e (al'l-la a-n) {81, g, O3, a&] e )

(Aqui en el numerador figura el producto de los nimeros consi-
. derados y de los méximos comunes divigores de todas las cornbinacio-
nes posibles formadas por tres, cinco, stc. de estos nlmeros, mientras
gua en el denominador aparece el producte de los méximos comunes
ivisores de todas las combinaciones formadas por dos, cuatre, etc.
de estos nimeros.)
Demostracién. Sea p un factor primo cualquiera que aparece en
las descomposiciones candnicad de algunos de log niimeres a;, aq, - . .
v+« @g. Indiquemos por o; el exponente que acompaiia p en la des-
composicién candnica de a;. Enjel primer miembro de (2.25) este fac~
tor figura, segin el punto 30, con el exponente

mix {uhTGZI sy “n} (2-25)
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y en ¢l segundo miembro sparece, de acucrdo con el punto 29, con el
cxponente

C\'-|_+C£2+ T

—min {ay, oo} —min{ay, gz}—..
J-min {ay, o, ozrmin{oq, o, a5} 4
' T pa

. —Min {Gp-1y On}-F

+ min{oy, a0 %p}e
Dol lema anterior se deduce que las expresiones (2.26) y (2.27) son

iguales.
las descomposiciones canénicas de ambos miembros de

Es decir, :
{2.25) contiencn idénlicos [actores con i%ualcs‘ exponentes.
33, Volvamos a la divisibilidad de los niimeros do Fibonacci.

Lema.
Mooy =M es dinisible por ne, 2,28
-1 T

Demoslracion. Apligaemos la induecidn  segén m.
Para m == 1 el dividendo se hace igual a cero y, por ende, es divi-
sible por v%. Supongamos ahora que la volacién (2.28) cs valida y con-

sideremos la diferencia
mi-1 _ m-+1
“tmnm-:"'“ﬂj1 = {tma-ttin-1T “nm“n)"‘un..l-i .

Tenemos, segin Ja hipdlesis inductiva,
sl o el
Uppn-t = Ugy_y (MO ).

Por consiguicnte,
1 { afar-ik
Ui +i,,,_l—:;;;’_f11 = u;:'_’u-“,,1+um”u,,——u:f_i {(mod :s;’;). (2.20}

Pero en ¢l punto 1 liemos visto que wmy, es divisible por u, de modo que

Uity =0 (mod u?zl)

v (2.29) se convierle en
<12
Uimspnt — T =0 (méd ug).
Hemos demestrado el paso inductive y también el lema.
4. Lema.
”‘nm‘”“:?+1+“::mt es divisible por u?‘,. (2.30)

Demostracién. Apliquemos la_induccidn segin m.
Para m — 1 el dividendo s hace igual a cero v, por ende, ¢s

divisible por 3. . .
Supongamos que la afinmacidn (2.30) es valida y considereros la
expresion
S ]

- a1 n
Uimepon —1 r_!..li I "‘,;l.h =typ-tn A Emalinsg — U g n—]"

Tenemos, segiin 1a hipotesis inductiva,

T m “ il
Ump = Uy Y {mod ).



Por consiguiente,
m4-1 m4-1 m
u(nnhn—““n;-l du, T = Ump-tltn = Unyg (“h.;.i oo
L | mi m-H1 ‘ a
u."_‘}-—uﬂ_!_l du, {mod un]
)
A1 — n rx 3
“(ma-lm"“r.‘ii e ”‘:__nl = Upp=lin — ¥ ,,_.1{”'::”"“"::»—!) (mu?‘l ”,;),
es decir, .
m- F m &
Umatin—Yniy -+ wltl =y (et —u ) (WA a)),
Del lema anterior resulta que la difercncia quo aparece en el segundo
miembro es divisible por ui. En consecuencia, el segundo miembro es
divisible por «j, 0 sca, ¢s congruenie mddulo zj} con el cero, como que-
riamos demostrar.

35. Sea p un ndmero primo. En el punto {1 hemos demostrado gue
wnp 08 divisible por w,. Esto significa que al pasar de u, a u,,, por un
larfo, pueden aparecer nuevos factores primos y, pov otro lado, pueden
anmenlar Jos oxponentes antiguos do Jos divisores primos de wy,. Ahora
demostraremos que solo puede aumentar ¢l exponente dol divisor p,
mientras que los deméas divisores primos de u, han do conservar sus
exponentes. Ademis, si p == 2, su cxponente aumenla en 1 todo lo
mas y si p=2, en 2 a lo sumao.

Teorema, Si q es un divisor primo de u, diferente de p, el nimero
Up
-ﬁ—p no es divisible por ¢.

n
2 Upp
St p es un divisor primo impar de u,, el nimere wo o divisible
n

por p pero ho por p*

{2
Si w, es divisible por 4, el mimero 1—;"—' es divisible por 2 pero no por.
n

es divisible

Si un es divisible por 2 pere no por 4, el nitmern

por 4 y no es divisible por 8.
Deinostracion. Tomando m = p, enconlramos del lema ante-
rior (ue
upp—uly o Fub_y es divisible por 58
En ol punto 1 hemos visto que w, ), 08 divisible por u,; ademis
-1 -2 -1
“L’..H -*“3:-.; = (¥pag—1ttp-y) (“ﬁ,H +u§-l.1“n—i T 'i‘“ﬁwi) =t
) -2 =
=u, (uf‘_}_l—h—u?l_i_iu,,__,—i- i —1--"-1’1_11).
Por consiguiente, u% divide la diferencia
Ynp p—1 p-2
S B p- :
= (Mpry-F g a1 + .o F U0, {2.31)

De aqui se deduce, en primer lugar, que Ja diferencia (2.31) es
divigible por u,, o sca, que
Unp = - - i
—11? = u::_i_}' 4 uﬁ_ﬁuu_, I -{-u.ﬂ_; (mod 7ep). (2.32)
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Pero como
Hpsy = tp_g (M6d ug),

de {2.32) se desprenie que

k) el paPsl g a3 (mdday).
ty nti nt+i nt+1

Puesto que el segundo miembro contiene p sumandos, debe ser

Ynp
== r—1 W
i pelLy (mod u,).
— - " u
Por consigniente, todo divisor comin de los némeros t:”’ ¥ U,
n

debe dividir también p y vicoversa de modo gue

u
(_r”l - un)m(p, un).
i

1
5i g es un divisor primo do u,, distinto de p, el ndmero (g, v,) no cs

73
divisible por ¢; luego, (-;;3 ; un_) tampoco es divisible por g. Pero
n !

#n ¢5 divisible por ¢ que, por consiguiente, no puede dividir

¥ queda demosirada la primera parte del teorema.
En segundo lugar, puesto que la diferencia (2.31) es divisible por
ul, tenemos

Unp = = L
= Wil iyt 4 ul 2] (méd p?).

n

Sea
gt = rep 7’ (md pB),
Up_y = rop -+ r* (ndd p?),

donde 0  ry, 1y, ', 1" <2 p (como quicra que la diferencia Up+y —
— up.p €8 igual a u,, o sen, os divisible por p, los restos ' y r” deben
ser iguales; pongamos ontonces r’ = r” = r; salta a la vista que r 52 0
Ya que uy .1 ¥ tp+y no son divisibles por p).

En estas condiciones,

%’;l = (rp4r)P 4+ (rap+1r)P-2 (rap+r) 4.
co b (rp )R rgp )t

oo+ {rep+r)P=1 (méd p?),

Suprimamos los paréntesis en el segundo miembro emitiendo los
términos divisibles por p®. El término

, (rip+1)Pk (rop 4 ryet
dard entonces

i =k=1_p_ =hpol - -F R
Cp_hriprlﬂ rh 1+rp "Ck_;fzpr“ 2L rp Rph i‘
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o sea,
(p— k) pror®-2- (k—1) prorp=2+4 p~L.

Tomando osta expresién para todos los términos, os decir, para k =
=1, 2, ... p, y sumando, obtenemos

-?2- = p_____{pz-- 1) pr;rr"l-{—p—-—(p 2— f) prarP=24- pre=t (méd p?). {2.33)
n

8i p #2, ol nimero

sumandos del segundo miembro de (2.33) son divisibles por p? de
modo que

pip ; 1} o5 entero y los dos primeros

Unp

n
Finalmente, rP~1 — 1 es divisible por p en virtud del pequefio teorema
de Fermat (punto 20); luego, p?® divide pr -* — p de forma que deli-
pitivamonte obtonemos

= prr-t (mdd p?).

u
—L = p (méd p?).
iy

u
Es decir, el ndmero T"-E- , dividido por p?, da p como resto o, en

otrag palabrag, os divisible fi:or p poro no por p% hemos demostrado
la segunda parte del toorema.

ea shora p = 2. La férmula (2.33) puede ser expresada enton-
cos asi

'-:f_" =2 (ry b ro+1) (m6d 4). (2.34)

Si i, es divisible por 4, los nlimeros uy_y ¥ up+y, divididos por 4
dan ¢l uno como resto lo que puede verse de la sucesién de los restos
(2.2). Por consiguiente, en este caso tenemos ry = ry = 0 y r =1 de
modo que (2.34) da

%20 — 2 (méd 4)
in

lo cual demuestra la tercera parte del teorema.

Supongamos, finalmente, que u,, no es divisible por 4. La sucesién
(2.2) Eermite ver que on este caso r; =0, r, =1 y r=1 de modo
que (2.34) da

Ugn __ .
-l,: =0 (mOd 4).

L::“ no es divisible por 8. Pero si sucediese

n

lo contrario, u,, seria divisible por 16 y, segin ¢l punto 13, 2n seria

divisible por 15. o sea, n tendria 6 como diviser; de aqui, a su vez, Te-

sultaria que u, seria divisible por u,, es decir, por 8, lo que contra-

dice la hipbtesis (a saber, que u, no es divisible siquiera por 4).
Hemos demostrade completamente el teorema.

Resta demostrar que
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6. Estamoes alora en condiciones do demostrar la existencia de
divisores propios para los mimetos do Filionacel.

Teorema, Todo nitmero de Fibonacei, @ excepeion de uy, Ugy Ug Y
tyg, posee por lo menos un divisor propiv,

Demostracién, Consideremos el nifimero de Fibonacei u,. Sea

oy Gy 3
n=pyip® ... p"

la descomposicion candnica del mimero .
Tomemos los nimeros de Fibonacei

ur
Wiy vainitliy (2.35)
Py Py Py,

y calenlemos el minimo comdn miltiplo M de los mismos. Segin ol
peato 32,

el vt (:.-..ﬂ, Wy By o
Py M ", g By Py

(”",I-‘")... it " ‘”"H.) l'.'.n,:.‘.n,un,ﬂ“ cue
iy Pa My Mg Py Py my Py

Pere para cualquier » y para diferentes iy, iy, - . ., i s¢ tienc

(”u‘”n!"'?un)="(u n n)=“’ n
T 1 v e s B U BT e o ol
]"ll Pi, Py, By }‘!! i, PiPig or o 1

L r
I’er eso,

Mz

(2.36)

N".H'ﬂ ...unu n “sa
Mo M Py Pn PP’
Wty el B, e

Mylly 4Py PyPp Pi¥alsPy

Ahora bien, u, es divisible por todos los nimeros w,, gy, - ooy Uyl
ptom y,
luego, también es divisible por el minimo comin miltiplo M de estos

niimeros:
i, = Mt.

Todo divisor prime A divide uno de los mimeros (2.35) ¥,
por consiguiente, ¢s un divisor impropio de u, de modo gue todos los
divisores propios de u,, deben ser divisores de £, Del teorema demostra-
do en el pumto 35 se deduce que, de todos los divisores primos impro-
pios que Liene n,, en la descomposicién de t pueden ligurar a lo sumo
Pys Pas o+ oy Py con R particularidad de que cada uno e estos niime-
ros aparece en £ con el exponente 1 todo 1o mds, a excepeion del name-
ro 2 que puede aparecer con el exponente 2.

Por eso, la existeucia de divisores propios para ¢l nfimero de
Fibonacci &, gnedard demostrada si se demuestra Ja desigualdad

> 2impz e P
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(la cruz debajo del dos significa agui, y también en lo que sigue, que
este dos se toma en consideracién sélo si uno de los nimeros py, py, « + «
-y Py e8 igual a dos).
Demostremos, pues, que

Upl o U, wn B o B L
PyPy Py PPy PyPaPspy
=t = = > 2Py oo Py-
g U R X
Dy P Py PD,Tg

En cl punto 21 del § 1 hemos vislo que

1 i
=~ {  *5

1
— QlipL—ma .
VB V5
TPor lo tanto, la fraccién anterior puedo Gnicamente disminuir
si lodos los nimeros do Fibonneci quo figuran en sn nnmerador so

. : y B 5 ;
sustituyen por —=a "y todos bos nimeros de Fibonacci que figuran

Vi
sl

" i 1 n
en su denominador se sustituyen por _'17'5“ . Lunego, probando
nuestra desigualdad para esta fraccién nueva, domostraremos incli-
so mas de lo que quercinos. Realizando Jas sustilueiones sefialadas y

4 2k
dividiendo por (-—-) v llegamos a la desigualdad

Vs

1 n»n PPy n__ PaiPp n’'  P(PaiiaPy

n P, 7 PP "o PyPapgh n
ol 172 o k=P o P23l

2.0 on T n Pp o PyPyPy =

Py N Ty on ” n Mo n
Lot B Pites

> Apy .- Iy,
X

0 soa,

n(i - SR IS B SR L
o Py Py Py PyPy PPy PyPyPy

g = 2pihy oo - Day
5 dpptegt. o depgt. rp iy p PPt X

es deeir,

1 i i i
nll=— — —— l —— ] o+ s
o ( ?’}) (1 !"2) (l 1’}:) 1 W Hll)u p._!). aatls ity

>2mpg o pyy
P
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de donde, tomando logaritmos, obtenemos
1 1 1
TWRLE § ¢ /I, {___)__
"’( pi)( Pz) ( Ph
1
- (A4-p) (1bp2) oo (14-p0) > los«;’:‘p,pn vor Ph.

Recordando la descomposicién canénica del nimero n, podemos
expresar esta desigualdad asi

. | -1 -1
P (=) g (pp—1) e P (pp—1)
okl Pkl pat

% % = loge iP:Ps oo Pre
41 Py Iy

o -1 -1 T
La oxpresién p‘:* (m~1... p?h (p;,—1) suelo indicarse
por @ (r). Se llama funcién de Euller. Posee muchas propicdades de
importancia e interés.
Intreduciendo la funcifn de Euler, tenemos
1 1 -1
o> PEL 2L P tog, 2 pre (2,00
Pil 7o fhk X

Resta encoatrar los niimeros enteros positives n que cumplen
esta desigualdad. Diremos que tales nimeros son «huenoss a diferen-
cia de los «malos» que no satisfacen la desiguatdad (2.36). Esté claro
que siendo n un ndmero bueno, el nimoro de Fibonacci u,, posee divi-
sores propios. Subrayemos que la reciproca no tiene lugar: el cum-
plimiento de la desigualdad (2.36) es sélo una condicién suficiente,
pero no mecesaria, para que u, tenga divisores propioes. Por eso, en el
caso de niimeros de Fibonacci de indico malo (habra 10 nimeros ds este
tipo) deberd comprobarse adicionalmente la existencia de divisores
propios. Veremos que seis do estos numeros tienon divisores propios
mientras que Jos cuatro restantes {indicados en cl teorema) no los
poseen.

«A simple vista» so observa que, al aumontar », el primer miembro
de (2.36) crece bastante mds rapido que el sogundo. Esto permite
suponer desde el principio que la desigualdad (2.36) no se cumplird
s6lo para pequefios valores de n. Pero con la tendencia comia al cre-
cimiento, ambos miembros de la desigualdad se comportan de manera
muy irregular con el aumento de », y dificilmente podrdn aplicarse
razonamientos inductives directos a oste caso. De agui que sea natu-
ral el siguiente programa de accién. Ideamos un csquema de determai-
nacién sucesiva do todos los ndmeros naturales que permita pasar de
un nimero buono sélo a un nimero bueno; si la aplicacién de esto
csquema conduce en alguno de los pasos sélo a nimeros huenos, todos
los nimeros posteriores también serin buenos; en otras palabras,
todos los nimeros malos serdn encontrados antes de eso paso. El lector
podra ohservar que este modo de razonar ¢s también una variante del
razonamiento inductivo.

[temostremos previamento tres p:oposioinnes.
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1. Sean py, pay « . s Pps - - - todos los mimeros primos tomados
en orden de crecimiento (o sca, py = 2, py = 3, ote.). Si el nilimero
n=ppy ... pp © bueno y si pp+y >3, el mimero pyp, . ..

.« . PpPr+; ©s tarabién bueno.
Efectivamente, en cste caso tenemos
n=pPiPy -+ Py y
gi(n) ={pr—1)(pa—1) ... (pp — 1)
sogiin la hipdtesis, es
(e1r—9) (p—1) - ov (=1 >
i 1 1
—_— 14— ... 14— 1 2 — 2.37
> (14 ) (1+ F,2) ( +pk)+ 0gapioa - pr (231)

Para obtener la desigualdad correspondiente al producto
PiPa - « - PrPp+ty debemos multiplicar el primer sumando del sogundo

miembro de (2.37) por (1 -+ p1 , 0 sea, por un ndmero menor que 2,

y agregar al segundo sumando la magnitud logg py+,. Pero el nimero
PsPg « -+ pp ~— 1 es primo con cada uno de los ndmeros primos
Pty Pasr + - -y Px. Por consiguiente, cualquier divisor primo suyo g
es mayor que todos estos nimeros y, por ende, no es menor que
Pr+1- Es d%i?'

Pret < PAPg - P
¥, con mayor razom,
Prit <2P1P2 -+ Phs
de donde se deduce quo
10ge, Prsy <108g 24Py ... Py.

Queda claro asi que agregando log, pp+1 &l scgundo sumando
aumentamos su valor en menos de dos veces.

Por lo tanto, el segundo micmbro aumenta en menos de dos veces.
Por otro lado, el primer miembro queda multiplicado por pp4, — 1,
o sea, ;]mr un nimero mayor que 2. De (2.37) se deduce entonces la
desigualdad

(P1r—=1) o+ (Pr—5) (s > (1+-}1-)

(H%) (1+"}]—k'i'+';')+l°3u29l voe PRPR41

como queriamos demostrar.

2. 8ca n = pyps ... py, donde py, py, ..., pp son nimeros
primos arbitrarios y distintos, un nimero bueso y sea ¢ un nimero
primo cualquiera diferento de py, pa, - . ., pp ¥ mayor que py; enton-
ces, ol nimero gpy . . - pp \ambién es bueno.

Efectivamente, en este caso la desigualdad (2.26) de nuevo con-
duce a (2.37). Sustitvir aqui p; por 1 es tanto como multiplicar el

primer miembro de (2.37) por :1__ T ¥ el primer sumando del




62

1
I
gegundo micmbra por —';- y agregir logg, _Tq_ al sopundo su-
H-!—- n
"

mando, Pero romo g = py, eslo conducird sélo a la disminucion del
primer sumando,

. —1 —
Ademis -1 1, de donde 1 i > " ¥, por consigniente,
2 m—1 "
b 1 4q
i —_—
1 7 "By

151 segundo miembro de (2.37) es mayor que 1 (aungue sélo sea porgue
todos los nlmeros primos, comenzando por ¢l 2, sou mayores gue a2},
Bl primer mijembro es {ambién mayor que ¢ por sor superior al se-
gundo. Tern, si multiplicames el primer micmbro (mayor que 1) por
un nhmere mayor que |y, al migmo Liempoe, apeegamos al segunido
snichre wo wiers menor, la desigualdad (2,37) continuard siendo
vilida.

W 8i p?’p:z o p':“- es un namero bueno, ol nimero p?‘-l_tpfz

o =
<o Pyt 0 tamobién bueno.
DPara demostrarlo bastard observar que al sustiluir eo la desigual-

dad

Gyl o1 o), -1

bt et (e (=D >

' Pkt pabl -l

o ] f o
r 1 Py 2 pk.fs

> -+ logy, }%P:I’a e Py

¢l exponento .« por un nitmero mayor ¢y + 1, el primer micmbro
aumenta y ¢l segundo disminuye, Es decir, por efecto de esta opera-
cién todo mimero bueno sélo puede convertirse en un mimero bueno.

Disponcmog, pues, de tres operaciones con ntimeros, o do tres
formas de pasar de un nfimero a olro, con la particularidad de que
estas operaciones convierlen ndmeros buenos de nuevo en nimeros
buenoa.

La primera operacion conduee a la sucesion 1, 2, 6, 30, 240, .. .;
la segunda permite en todo ndémero, cuya descomposicién candnica
contiene sdlo primeras potencias de nimeros primos, sustitwir cual-
quicr divisor prime por olro mayor (para cencretar, aceptemos que
se escoge para esla sustitucion el numero primo més préximo «por
excesor) que no figura en la descomposieién candnica iunicial; la ler-
cera operacion pernite aumentar en 1 cvalguior exponente de la des-
compusicion canénica. Tactiendo del 1, obtendremos por clecto de
estus operaciones Lodos los plimeros naturales, Salta a lu vista que al-
gunos nameres aparecerin mds de una vez, pero eslo no alectara
nucstros razonamicntos. Lo gue imporia es que todo nimero apare-
cerd al menos una vez.

Pasemos ahora a obtener Lodos [os niimeros nuturales.

Comencemos con In primern operacifn.
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El nimero 1 cs malo, pues la desigualdad (2.36 da en este caso
1> 1 4 log, 2==14log, i=1
. ®
y, por lo tanto, no se cumple (igual que antes aceptamos gue ¢l pro-
ducto de nimeros naturales que contiene coro Iactores s igual a f).
La primera operacién aplicada al 1 conduce al 2. La desigualdad

3 . )
1> = + lﬂgai-— -E---I—]ugf‘jt 4

es incorrecta, o sea, el ndmero 2 es también malo.
Los ntmeros siguientes, 6 y 30, también son males, pues

34 :
fP(G]=3<5--3;—-+loga12=2-l-luga 12y

. . -
B =8<L5 7 7 +ita 60 =< 2,4--8,5.
Al conlrario, el ntmero 210 = 2.3.5.7 es bueno ya que
210y =48> . 8.8 g, a0 e 274 125
¢ 210 =48> 5 7 g F-h g dl &= T 125,

Por eso, son bucnos todos los nimeros sucesivos resullantes de la pri-
mera operacién.
Consideremos ahora la segunda y la Llercera operaciones.
Aplicadas al niimero 2, daw 3 y 4, respeclivamenle, que sen ni-
mieros 1nalos:

@ (B)=2 <5logg 3 1342

9 (&) =2 < -t logn 4 2= 1,642,

Para el mimero 3 estas operaciones dan 5 y 9, respectivamenle; no
ofreee dilicultad comprobar que 5 es un mimero malo mientras que 9
¢s un niimern bueno de modo que las transformaciones sucesivas del 9
no tienen interés. Ahora, partiendo del ndmere 5, podemos pasar por
efecto de Ia segunda operacién al mimero 7 y empleando la tercera
operacién al numero 25. Ambos son buenos; por consiguiente, todos
los nvimeros derivados de estos serdn buenos y podemos no conside-
rarlos.

La tercera operacion aplicada al 4 conduce al mimero bueno 3
{la segunda operacién no so puede emplear para ¢l nidmero 4).

Resumiendo, aplicando al 2 la sogunda y la tercera operacién
tantas veces como se quicra, chtenemos lres ndmeros (3, &4 y 5) malos,
siondo todos los demds buenos.

Pasemos al nimero §. La segunda operacién conduce al ndmero
malo 10 y, después, a los nimeros buenos 20 y 15 y al niimere malo
14. Pero tras el nimere malo 44 van los ndmeres buenos 21 y 22 (se-
gunda operacién) y kos némeros buencs 28 y 98 (tercera operacidn).

' La tercera operacion, aplicada al 6, condnce al mimero male 12
v al nlimero buenc 18. A partir del 12, obtenemos con Ja tere. fa opera-
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cién los nimeros buenos 24 y 36, mientras gue la segunda operacién
no so puede aplicar al ndmero 12, pues éste es divisible por el cnadrado
del primo 2.

Finalmente, todos los nimeros derivados del nimero 30 (210, 42
y 60, respectivamente} son buenos.
" I;odemos resumir nuesiros razonamiontos en up esquema

ig. 1}
Olﬂ.onnmos asi que los niimeros malos son:
t, 2, 8, 4, 5, 6, 10, 12, 14 y 30.
t,es corresponden Jos nitmeros de Fibonacei
1,4, 2,3, LR 3, 55, 144, 377 Y ugg-

Es fdcil ver que uy, ug, ug, uyq ¥ uis poseen divisores propios (2, 3, 5,
11 y 29, respectivamente). Ademés, podriamos escribir todos los nid-

:';%;ﬁ)/ﬁb 21 22b  28b ?6b
v B
3m m A2

FIG. 1

meros de Fibonacei que preceden a uy,, descomponerlos en factores y
comprobar de un modo directo que ug, gosee divisor propio. Pero
esto huelga: del teorema del punto 22 se deduco que ug, es divisible
por 3 (ya quo 31 es un niimero primo de tipo 5¢ 4~ 1); por otro lado,
ug = 9, o = 59 ¥ uy5 = 610 no son divisibles por 31; luego, 31 es
divisor propio do ug,. '

Quedan los nimeros uy == 1, uy =1, 4y = 8 ¥ up = 144;salta
a la vista que no tienen divisores propios.

Hemos demosirado ¢l teorema.

37. «En contrapeso» a los cuatro nimeros de Fibonacci que no

tienen divisores propios, existen nidmeros de Fibonacci con varios
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divisores propios; por ejemplo, los divisores 37 y 113 para w, los
divisores 53 y 109 %ara ia7, ebe. Se ignora si son muchos los mineros
do Fibonacei con dos o mas divisores propios.

Surge una pregunta natural: jcuél ¢s el indice n del nimero do
Fibonacei que tienc el primo p como divisor propio?

Del punto 25 se deduce que n < p — 1 si p od de Lipo 5 =14 ¥
quo 2 < p-1sipesdetipo 5t £ 2. Pero hasta ahora se desconoce
la [6rmula que permita calcular directamente el nimero de Fibonacei
con el divisor propio p.

En el punto 9 hemos demostrado que son compuestos todos Jos
nimeros de Fibonacci de indice compuosto, a excepcion de uy. La re-
ciproca no tiene lugar: por ejemple, ug = 4181 = 37-113. Cabe pre-
guntarse si cg finita o infinita ]a contidad de los nimeros de Fibonacci
primos, o en otrag palabras, si existe o no ¢l mayor de les nimeros de
Fibonacei primos, Este problema sigue pendiente,

§3
NUMEROS DE FIBONACCI
Y LAS FRACCIONES CONTINUAS

1. Consideremos la expresién

1
%o+ (3.1)
2+ 7
'?2+?‘—“'s+
.5
an '
donde ¢y, qa, - . ., G, SOn enteros positivos y ¢, ¢s un entero

no negative; o sea, a diferencia do los niimeros ¢y, ¢, . . -

.« gn ¢l ntmero g, puede ser igual a ccro. Tendremos
siempre en cuenta csta peeuliaridad del niimere ¢, y, por
ello, no la mencionaremos mas.

La expresién (3.1) se demomina fraccion continua y los
nGmeros gy, @y, + .., ¢y Son los cocientes incompletos de
esta fraccion.

Las fracciones continuas encuentran aplicacion en las
mfs diversas cuestiones matemilicas.

El proceso de conversion de un nimero en una fraccién
continua se denomina desarrollo de este niumero ¢n fraceion
continua.

5-0308
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Veamos cdmo se obticnen los cocientes incompletos de
este desarrollo en el caso de una fraceién corriente -?;.
Consideremos con este fin el algoritmo de Euclides apli-
cado a los nlmeros ay b:
a=>bgy-}-r,
b=riq +7r2

Ty =TT (3.2)

Py =Tnogfn-t-F us

Ppoy = nlys
La primera igualdad da

n [ _l_
';T=f.lu+7,——f]u I g

Iy

Pero de la segunda igualdad de” sistema (3.2) se deduce que

b T8 s
el | it L 1
re
de odo que
i 1
=%+t T
Q:-i——Ll—
Ty

De la tercera ignaldad de (3.2) obtenemos

R
3
¥, PO 00,
2 gy ——— -
at 1
() i"r_._._n



67

Salta a la vista que llevando este proceso hasta el fin
(jinduccién!) llegaremos a la igualdad

En virtud del algoritmo de Euclides se tieme ¢, > 1.
(Si fuesc g, == 1, resultaria r, ., igual a ry, r,_, seria divi-
sible por r,.; y el algoritmo de Euclides se¢ hubicra inte-
rrumpido en el paso anterior.) Por eso, podemos en lugar de

; - 1
¢» considerar la expresion (g, — 1) + T » 0 Sea, aceptar que

¢n — 1 es el pentdltimo y 1, el Gltimo cocientes incompletos.
[Esta observacién serd til en adelante.
a

2. Hemos visto que toda fraccién racional + puede scr

desarrollada en una continua. Demostremos ahora que este
desarrollo es Winico, o sea, que Son iguales los cocientes in-
completos correspondientes de dos fracciones continuas igua-
les.

Tomemos con este fin dos fracciones continuas o y '.
Sean g, G1y Ga2r -+ - Y Gy iy 5 SUS cocientes incognple_tos
respectivos. Probemos que la’ igualdad o = o' implica
las igualdades gy = g5, @1 = ¢}, ¢, = @}y ele. En efecto,
o ©s la parte entera del nimero o y ¢ es la parte entera
del nimero ®’; por eso, g, = ¢;. Ahora bion, podemos repre-
sentar las fracciones continuas @ y ®’ en la forma

1 . 1
QO'{—‘GI" b %+K;I

donde ®; ¥ o, también son fracciones continuas. Puesto que
0 = 0"y g, =g, lencmos v, = ;. Poro en tal caso son
iguales las partes enteras de los niimeros o; y o,, o sea,
41 ¥ g, Continuando estos razonamientos (jinducecidn!), nos
persuadimos de que ¢, = ¢;, 45 = ¢, otc.

5t
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3. Sea
rl i
= qU -}-T (3.3)
T at
T
L
una [raccion continua. Consideremos los niimeros
{ 1
foy o= G‘o‘t-“--*—'i P
T
0 -5—7!:-

lstos nimeros expresados medianle [racciones irreduei-
bles corrientes

Lo _ 20

Qo 47

Py 1

(.)l _QO'I_ o L]

Ps 1

. 3 T
UF) E

L o

()I'l :

se denominan reducidas de la fraccion continua @. Nétese que

: P i s ; :
Putt g0 obliene de = sustituyendo el 1iltimo cocienle in-
Unes Qn

3 1
completo de esta reducida, o sea, gy, por g, -+ T
' . - R*I’ -
4. En la teoria deJas fracciones continuas desempefia un

papel importante el Jema que sigue,
Lema. Para toda fraccion continua (3.3) se cumplen las
relaciones

Pryi=PiGres+ P, (3.4)
Q1= Quinrs+ Cr-1s (3.5)
PrsiOn— PrQnay = (~ 1", (3.6)

Demostraremos estas igualdades simultineamente em-
pleando la induccion segln 4.
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Demostrémoslas primero para & = 1. Tenemos:

Py — ot
T q+ q

Puesto que los nimeros goby + 1 v ¢, son primos entre si,

la fraceidn 9-“-%i—i- es irreducible; al mismo tiempo, la frac-
1

i ; . Vo
¢ién a—‘ es irreducible por definicién. Pero los numeradores
i

y los denominadores de dos fracciones irreducibles iguales
son iguales. Es decir, Py = goq; +1 ¥y Q1 = q,.
Tenemos, después,

Py i —Bolgmat )t
298 fot 1 q172-+1 @7
Q1+‘;l;j;

Segln el punto 10 del § 2, el mdximo comin divisor de
los numeros ¢, (02 + 1) + ¢; ¥ 0190 + 1 es igual a (g,
q,.qg 4+ 1) v, por esta misma razén, es igual a (g,, 1), o sea,

11. Por lo tanto, la fraccién que Ilgura en el dltimo miem-
bro de (3.7) es irreducible de modo que

Py=q{quge + 1)+ ¢ =(gtn +1) s + 70 =
= Py, + P,

Q2= a7+ 1 = Q9. + Qo
La igualdad
Py — PyQy = (—1)!

se comprueba facilmente.
Con esto queda demostrada la base de la induccién.
Supongamos ahora que son validas las igualdades (3.4),
(8.5) y (3.6) y consideremos la reducida

Prat __ Poinsey+ Py
Onet Ondhas Q-1

Py

Qi y
A 4 :
en ésta gu4g; POTr Gryy -i—_.-ﬂ-;-; puesto que gp4+y no ligura en
+ . .

Hemos dicho ya que Thiz
Qr+z
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las formulas para Py, Qn, Pgoy ¥ @y, tenemos

Py (an—i- -1—) +Ppy

Pryg s Qhsz
) 1
Qnaz On (fﬂm 4-——)+0h—1
ez

o, recordando las hipdtesis inductivas (3.4) y (3.5),

Praz = Pyiiqne2--Pr . (3 8}
Oriz QrestreatOn

Demostremos que es irreducible la fraccion que apareco
en el segundo miembro de (3.8). Para cllo basta probar que
su numerador y su denominador son primos entre si.

Supongamos que los nimeros Pryqreo + Pr ¥
Qne1Gns - On poscen un divisor comin d > 1. Lin oste
caso, la cxpresién

(PrasGrsz + Pr) Onir — (QrsGuaz + On) Pras

también serd divisible por d. Pero, scgin la hipétesis induc-
tiva (3.6), esta expresion es ignal a (—1)**1y d no puede
dividirla,

Por lo tanto, el segundo miembro de (3.8) es irreducible
de modo que (3.8) es una igualdad entre dos fracciones irre-
ducibles. Luego,

Priz=Praniz-tPr ¥ Qrio=CQrsrdnsa+ Q.

Para concluir la demostracién del paso inductivo resta
demostrar gue

PrseQ@nir— PrasQraz = (—1)"*1. (3.9)
Pero de los resultados ya obtenides sc deduce que

PraQuss— PrarQriz =
= Pp@raaGiors + PuQris — PrsfnioQait — PariQr

v (3.9) se desprende directamente de la hipdtesis induciiva
{3.6). Con esto concluye la demostracién del paso inductive
y, por ende, del lema.

Corolario.

Pray _ Pp _ (1)t
Qnet On QuQhrir (:10)
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La demostracién es evidente.

Puesto gue los cocientes incompletos de las fracciones
continuas son enteros positivos, del lema demostrado se
deduce que

Pyt Py Pkl o vin (3.11)

Qo<1 <Qy<< .

Méas adelante precisaremos esta sencilla pero importante
observacion.

5. Apliquemos ahora el lema del punto 4 para describir
todas las fracciones continuas cuyos cocientes incompletos
son iguales a 1. Para estas fracciones se cumple el siguicnte
teorema importante.

Teorema. Si una fraccidn incompleta tiene n cocientes
incompletos, todos iguales a 1, esta fraccidn es igual a 3%11

Uy
Demestracion. Sea a, la fraccion continua de n cocientes

incompletos ignales a 1. Salta a la vista que
Cyy Ugy o o oy Uy

son las sucesivas reducidas de la fraccién a,.
Sea

Puesto que
1 1
w=lSg ¥ e=lips

‘debe ser Py =1 y Py, =2. Ademds, P4y = Poyps, +
4+ P, = P, + Prsy Por eso (véase el punto 6 del § 1),
Pn = Unt1» .

Anélogamente tenemos: ¢, =1, Q. =1 v Qp+; =

= Q_ngn+1 -+ Qn-l = Qn + Q-5 de modo que Q, = u,. Por
consiguiente,

arﬂ = E'"'i"! . (3 -1 2)

Compare el lector este resultado con las férmulas (1.10)
v (3.6).
6. Sean

1 i’ r
m:qu_i____-._.._.r_... y @ =g’°+
L o
“e 1
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dos [raceioues continuas con la particularidad de que
%> G0 B>9 - (3.13)
Indignemos por
Py Py Py
-O—n‘ ¥ '5;' [ _Q';' g s

las reducidas de la fruceién @ y por

B, &b, A
%W e

1as reducidas de Ia [raccion o'.
Salla a la vista, de los resultados del lema del punto 4 y do
(3.13), que

Py Py Pi> Py PipPu ...
y qun

0!;3' 00’ oi:ﬁ"oh 0;?(’2- vee

Esté claro que el valor minimo de cualquier cociento incompleto
os 1. Por eso, si todos los cocientes incompletos de una fraccién conti-
nua son iguales n 1, los numeradores y los denominadores de sus redu-
cidas crecen menos rapido que los numeradores y Jos denominadores
de las reducidas de cunlquier otra fraceién continua.

Estimemos ecsta diferencia en el crecimiento. Bs evidente que,
después de las fracciones continuas de cocientes incompletos iguales
a 1, ¢l crecimiento menos rapido de los numeradores y de los denomi-
nadores e da on la fraccién’ continua que ticne todos los cocientes
incompletos iguales a 1, a_excepeién de uno, igual a 2. El lema que
viene a continuacién permite ver gue ostas fracciones continuas tam-
bién estén ligadas a los nimeros de Fibonacci.

Lema. Si los niimeros qo, Gy Gas + + -1 Gn Son los cocientes incomple-
tos de una fraccién conlinua o y

=g =0=... =g =fin=--=0=1
qi= 2 {E =-L-‘ 0):
se liene
Hipitnojs3+ %illn-ist
Uil y_i+3 U-t¥n=i+1 )

Demostracidn. J\pliquer'nos la induccion segin i. Si | =1, para
todo n tenemos

m=1+-——1—1—'-
2-|-_l—-_|:

n—1 cocienles .
incomplelos - q
i |
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o, segin el punto aﬁt.srior,

1 1 1
=1 =1 =1 =
+2+ 1 +2+ tn—q " Uy 4-tn_y
Gn-1 ip iy
u TIPS 7]
=1 LR n+% Lo
< Unig Yniz

y, tomando convenciopalmenle u, = 0, obtenocmos

_ Usltnag Uiy
Wyl -b oty

Homes demostrado fa base de la induccidn.
Supongamos ahora que para todo » se tiene

1
. iy
i cocientes .
incompletos .

A
ey

Qn-i

o Biadln_tsstBillnaivt

Uity g3t Hi-1ln-iss

Tomemos la fraccién contlinua

1
L
1
i41 cocientes + ‘
incompletos .
. 1
N
2-
r Upi=t
que también se puede escribir asi
s
4
- i cocientes
, ingompletos . .
1
+14 T

(3.14)

(3.15)
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En virtud de (3.14), lu fraceién continua que aparece en (3.15) por
debajo de la linea de puntos es igual 2
Uiptlin_isgtUiltn_;
Wik gegH¥i-gtp-;
Por consiguiente, toda la [raceidn (23.15) es igual a
1 ! _ ity Uy pvn ot (e ) Unog
Uit _jrg - uitd,_; Wigqln_jra - Biltn .
Biley fao - Mioqlin

_ Bivalin_jro - Uigtin.y
Ristlin_fsa 1 Uiln_j
Con esto queda demosteade el pase inductive v todo el lema.

Corolario. Sea @ una fraceién continva que tiene no menos de n
cocientes incompletos, no todos igualos a 4, y sea g, == 0; representan~
)

do o como una fraccidn corrionte = , Lendremos enloncos

0
P 2ttt paat Ml et 2 Wi qlnaieg + Uiltnaipg = Un g
¥, por apalogia,
Q> Upyy

El lema del punto 4 desempefia aqui, desde luego, un papel pri-
mordial, pues deEido a éI obtenemos sélo fracciones irreducibles al
conventir una fraccién continua em una corrionte y esto excluye la
posibilidad de que los numeradores y los denominadores disminuyan
por efecto de la simplificacidn.

7. El resultado del punto amterior permite obtener el siguiente
teorema que Tevela la posicién especial de los nimeros de Fibonacei en
cuanto al algoritmo de Euclides.

Teorema. Apliquemos el algoritmo de Euclides a los nimeros a y b;
8t b = uy, existe un valor de a tal que el nidmero de pasos que requiere el
algoritmo serd n =1, si b << uy, este niimero de pasos seré menor que
n — 4 cualquiera que sea a.

Demosiracion. La primera parte del tcorema es elemental. Basta
tornar « igual al nimero de Fibonacci que va directamente después do
b, o sca, u,44. En este caso fenemos

Unaf

i
gy

Puesto que la fraccion continna o, tiene n cociontes incomplotos,
el ndmero de pasos en el algoritmo de Euclides, aplicada a los nfme-
rose y b, sera n — 1.

Demostremos Ia segunida parte del teorema. Supongamos, a des-
pecho de le afirmado, que ¢l ndmero de pasos es n — 1 come minimo,

T .- 4 . .
Desarrotlemos 7 m fraceion continua o, Salta a la vista que w tendrd
n cocientes incompletos como minimo (uno més que el nlimero de pa-
sos en el algoritmo de Enclides). Puesto que b no es un nimero de
Fibonacei, la fraccion @ tendr cocientes incompletos distintos de 13
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gor eso, debido al lema del punto 6, serd b > , lo quecontradice la
ipbtosis del teorema.

Este teorema pome en evidencia gue al aplicar el algoritmo de
Euclides a dos niimercs consccutivos de Fibonacei el proceso corres-
pondiente sera en cierto seatido el wmas prolongadon.

8. La expresion

Go+ !

1
ql+qg+ =

4

(3.16)

o
Tnt .-

se denomina fraccién continua infinita. Todas las definicio-
nes y todos los resultados de los puntos anteriores pueden
hacerse oxiensivos de un modo natural al caso de fracciones
continuas infinitas.

Sca
Py Py P,
Do O’ oL (3.17)

la sucesidén (infinita, claro estd) de las reducidas de la frac-
cién (3.16). Demostremos que esta sucesién tiene limite,
Con este fin consideremos por separado las sucesiones

Pﬂ P! Pzn :

To® Tt voun g o '(3.18}
y

Py P3 Ponay

R R i IRE (3.19)

En virtud de (3.10) y (3.11), tenemos

P'3n+z = Pzn - PBM»! __{sz-r Pan-i = P:n
Qnsz Q2n Qonsz Qapar | Quner Qon
—1 i
= 0’
Qan+olon it £ Qans1@an >

es decir, la sucesion (3.18) es creciente. Igualmente, de

Panss _ Panst _ 1 . <0
Qam+s  Qonet Q2nedlonsz  Qanszlons
se deduce que la sucesién (3.19) es decreciente.

“Todo término de la sucesién (3.19) es mayor que cual-
quier término de la sucesién (3.18). Efectivamente, conside-
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remos los ntneros

P:m P2m+1
Uzn szﬂ

y lormemos un ntumero impar & mayor que 2r y también que
2m 4+ 1. De (3.10) sc¢ desprende que

ﬁl_l_ Ph*l . .
Or 2 [ (3.20)

ademds, puesto que (3.18) es creciente y (3.49) es decre-
ciente, lencmos

puﬂ _!:-%.’3_

om—l > Q‘xrt (321)
'I:L p2m+l 0
Qk < Ozmﬂ ' (3‘2'2)

Comparando las expresiones (3.20), (3.21) y (3.22), encon-
tramos

p2m Pam-ﬂ
O!n (}2m+i '

Segin (3.10) y (3.11), tenemos

Pa _Puf_ L4
Qast Un naiPn n?

¥, por eso, con el aumento de n el valor absoluto de la dife-
rencia entre la (n + 1)-ésima y la n-ésima reducidas tiende
a cero.

De todo lo dicho podemos coneluir que las sucesiones
(3.18) vy (3.19) tiencn ¢l mismo limile que también, claro
estd, es limite de (3.17). Este limite se denomina valor de la
fraccion continua infinita (3.16).

En el punto 2 hemos demostrado la unicidad del desa-
rollo de un nimero racional en fraccién continua. Ya que
aquellos razonamicntos no se basaban de modo alguno en
el cardcter finito de las fracciones continuas consideradas,
quedé asi demostrado que todo ndmero real (y no solo ra-
cional) es valor -de una séla fraccién centinua.

Puesto que todo numero racional se desarolla siempre en fraceién
continua linita, de lo expuesto s¢ deduce que no puede ser desarro-
llado en una fraceién coptinua infipity, o sea, el valor de una iraceién
continua infinita es necesariamente nn nitmero irtacional. g
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La teoria de desarrollo de los niimeros irracionales en fracciones
conlinuas constifuye una rama enjundiosa ¢ interesanie de la Teoria
de tos niimeros. Sin detenernes especialmente cn estas cuestiones voa-
mos wn ejemplo rolacionado con los niimeros de Fibonacei.

9. Determinemos el valor de la fraccién continua infinita

1+—> (3.23)

i wras

Sabemos ya que este valor es igual a lim e,, donde

M=+ 00
Oy = ’f-l’fi-‘. Calenlemos este limite.
"
En el punto 20 del § 1 hemos visto que u, es el entero

- ’ . ol .
mas préximo a —= , o sca, para todo 2 so Lieno

i
VE
a?’i
Up = .T/'E—I-Gn!
donde |0, ] << .
Por ¢so, recordando Jo demostrado en el punto 5, tenemos

g+
i -1-75—'!'0“1
lim o, = 1im 248 = |jm - =
=00 T 00 n n-voo 5_.._‘_ Gu

atu V8 lim (o4 2t V5)

=lim B e A =
R 0, V5 2 0, V5

N-+ 00
Pero 0,+,)/5 es una magnitud acotada (su valor absoluto es

menor que 2) y " crece indefinidamente cuando n tiende
al infinito (porque @ >>1). Por lo tanto

tim Qs V5 _
Mo ar '

Por estas mismas razones

km 24‘1/2 =1
i M0 @

de modo que
Hm oy =dad.
RS
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El valor do Ia fraceién continua (3.23) se puede determinar sin
recurrir a la formula de Binet ni a los limites. (En cierto modo nos
«basta» con que el razonamiento inductivo del punto 2 es vélido tanto

ara las [racciones continuas finitas como para los limites de éstas,
as {racciones infinitas.)

Representemos con este fin la fraceién (3.23) en la forma

1
1+'; .
La expresién a cs de nuevo Ja fraccidn continua (3.23) de mode que
1
x=i'{'"£ 1
0 sea,
-z —t =0 (3.24)
¥
1 VS

T=

5 y
Puesto que el vilor de 1a fraccién (3.23) es un nimero no negativa,

14-1/5

debe ser igual a Ja raiz positiva de la ecuacién (3.24}, osea, 5

que es precisamente o.

De aqui se deduce que el cociente de dos nlimeros de
Fibonacei consecutivos se aproxima a o con el aumento
del indice. Podemos emplear esto para calcular aproxima-
damente el valor de & (compérese con el cilculo de u, reali-
zado en el punto 20 del § 1 y también con la férmula (1.35)).
El error resulta pequefio incluso tomando niimeros de Fibo-

nacei de indice no muy grande. Por ejemplo (redondeando Ia -
guinta cifra),

wyg 96 At

?;:51:1,0116
micntras que « = 1,6480, o sea, el crror, como vemos, no
pasa de 0,1%.

Sefalemos de paso que respecto al error que se comete
aproximando un nitmero irracional por medio de las redu-
cidas y del desarrollo en fraccion continua, el nimere o ocu-
pa una posicién especial: cualquier otro niimero se aproxi-
ma por sus reducidas mejor, en cierto sentido, que e. Sin
embargo, no nos detendremos en csta cuestion a pesar de
su interés.
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§4
NUMEROS DE FIBONACCL
Y LA GEOMETRIA

1. Dividamos el segmento AB de longitud 1 en dos par-
tes (fig. 2) de modo que la mayor sea la media geométrica
entre la menor y todo el segmento.

6 A ¢, B

1 L L |

FiG. 2

Sea z la longitud de la parte mayor del segmento. La
Jongitud de la parte menor serd, naturalmente, 1~z y
nuestro problema se reduce a la proporcién

. I (4.1)

z 11—z

de donde
=l -2 {4.2)

—4 I E
! 5 4 de modo que cada
una de las razones de la proporcion (4.1) es igual a

1 2 2 (14-1/5) _i4-V5 ot

I.a raiz positiva de (4.2) es

T =i+ VY (—1+VE 1+ VE) 4

Esta divisién del scgmento en dos parles (mediante el
punto C,) se denomina divisién en razén media y extrema o
también divisidn en justa proporcién.

Si tomamos laraiz negativa de la ccuacidn (4.2), el punto
correspondiente C, quedard fuera del segmento AB (en la
Geometria se dice entonces que la division es externa) como
puede verse en la fig. 2. Salta a la vista que también en este
caso tropezamos con la justa proporcion

C.i  AB
v ::.sz“ =t

2. No ofrece dificultad alguna la construccién del punto

de la justa proporcion.
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Sea AB = 1; levantando desde el punto 4 la perpendi-
cular y escogiendo el punto E de modo que AL =% (fig. 3),

o=/ THET -

Trazando por 4 con centro en X el arco de circunferen-
cin hasta intersecar ZB en el punto D, tendremos

BD = 1/?,2—1 .

tendremos

Por witimo, trazando por D ¢l arco de circunferencia
con ¢centro en I3, oblenemos el punto huseado €. Il punto

G A C, B A C B

FIG. 3 FIG. 4

Co de la divisién exierna se determina por la condicién
AC, = BC,.

3. En la Geometria tropezamos frecuentemente con la
justa proporcién. Por ejemplo, si tomamos un cuadrado
inscrito en un semicirculo (fig. 4), C es el punto de justa
proporcion en el segmeonto AB.

El lado ay, de un decdgono regular {fig. 5) inscrito en
una circunferencia de radio R cs igual, como se sabe, a

360°
ZHS{'D_U_Z-:I -y
0 sea, es igual a 2 R sen 18°.

Calculemos el valor de sen 18°. En virtud de las formulas de la
Trigonometria, {enemos

sen 36° = 2 sen 18°cos 18° y
cos 36° = 1 — 2 sen? 18°.
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de medo que
sen 72° = 4 sen 18° cos 18° {1 —2 sen® 18°). (4.3}

Puesto que sen 72° = cos 18° 5 0, de {4.3) se deduco
1 = 4 sen 18° (1—2 sen? 187},

0 sen, gen 18° es una de las raices de la ecuacidn
{=4z(1—22%) 6 82 — 4z +1 = 0.

FIG. 5

Descomponicndo en faclores ¢l primer miembro de la Gltima ecuacién,

obtenemos
(22 — 1) (42 + 22 — 1) = 0,

de donde
i —14 V5 _—1=15

..".'1=E, Lo= Z Yy 3= 4

Puesto que sen 48° es un nidmero positive distinto de 5

Vi—1 _

i
- .
sen 18°= A T

Fijémosnos también en que
1 1

o4 p A [ P [ T R,

€08 36°=1—2sen?18°=1 240;2 1 5
=2o;2——‘1ﬁ_2+2a--1 e
a2~ 22 Za%  2at 2

Por lo tanto,

&,10=2R Vg‘i_i =R V52—~i :—{:— .

6—0308
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En otras palabras, 4,, ¢s la parte mayor del radio del circulo
dividido en. justa proporcién.

Para calcular gy, podemos, en la practica, sustituir «
por el cociente de dos nimeros de Fibonacci consecutivos
(punto 20 del § 1 o punto 8 del § 3) y tomar ay, igual apro-

i I

ximadamento a & R, o, incluso, a % R,

4. Consideremos el pentdgono regular. Sus diagonales
forman un pentdgono regular cstrellado (fig. 6).

FIG. G

Puesto que los dngulos AFD y ADF son iguales a 108°
y 36°, respectivamente, tenemos por el teorema de los senos

AD _ seni08°  sen72° w_ g A+ V5
TF = e 36" — sen30F — 20083’ =2 —r—=a.

Pero como AF = AC, debe ser

AD _ 4D
A A

y C es el punlo de justa proporcién en el segmento AD.
Por definicidn de justa preporcién tencmos

AC
o7 R
Observando que AB = CD, enconiramos

AC A8
A8 BT %
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Es decir, cada uno do los segmentos
BC, AB, AC y AD

es o veces mayor que ¢l anterior. )
El lector podrd probar que también
AD

15 =0,

5. Tomando un rectdngulo de dimensiones a y b, ins-
cribamos en é1 cuadrados del drea mayor posible {como mues-
tra la fig. 7).

Siendo @ ¥ b niimeros enteros, de las explicaciones dadas
en el punto 5 del § 2 so deduce que este proceso corresponde

b

a

FIG. 7

al algoritmo de Euclides aplicado a los niimeros a y b con
la particularidad de que el mimero de cuadrados de igual
dimension coincide (punto 1 del § 3) con los cocientes incom-

pletos respectivos del desarrollo de -:- en fraceién continua.

Si dividimos ds este modo un rectangulo cuyos lados for-
man la misma razén que dos mimeros de Fibonacci consecu-
tivos (fig. 8), podemos afirmar, basindonos en el punto 4
del § 3, que todos los cuadrados, a cxcepcién de los dos
menores, serdn distintos.

Puesto que las dimensiones de estos cuadrados son, res-
pectivamente, #y, Uy, ..., U,, la suma de sus dreas es

2 2 2
Uittt ... U

Al mismo tiempo, esta suma es el drea del rectdngulo con+
siderado, igual a u,u,qy.

G*
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Es decic, para Lodo n
2 3
wiug . . uR=Unlin

y hemos encontrado una demostracién nueva, esta vez geo-
métrica, de Ja proposicion del punto 4 del § 1.

FIG. 8

6. Supongamos ahora que la razén de las dimonsiones
del recténgulo es a {abreviando diremos en este caso que se
tiene nn rectangulo de justa proporcidon). Inscribamos en un

1

A 5. Ji

: 7
i i
I
i
— M=
D F c
FiG. 9 FIG. 10 FIG. 11

rectingalo de justa proporeidn el cuadrado de mayor dimen-
sion posibie (flig. 9) y demostremos que de esta forma se
obtiene de nuevo un rectangulo de justa proporcidn. .
En ofcclo,

AR

an -
Por hipitesis AD = AL = EF ya que AEFD es un cua
drado. Luego,

EF _AB—EB _ 4
Ty T '
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Pero ¢? — 1 = o de modo quse

EF_
EB

En la fig. 10 puede verse como un rectingulo de justa
proporcién es agotado «casi todo ély por los cuadradoes I, I7,

o,

III, ... con la particularidad de que, después de inscribir
cada cuadrado, queda siempre un rectingulo de justa pro-
porcidn.

Compare el lector cstos razonamicntos con los de los
puntos 4 y 8 del paragrafo anterior.

Nétese que inscribiendo en un cuadrado (fig. 11} el rec-
téngulo do justa proporcion I y los cuadrados IT y I7I, se
obtiene de nuevo un rectdngnlo de justa proporcién. La de-
mostracion queda al albedrio del Iector.

7. En la naturaleza encontramos numerosos ejemplos de
ordenacién de elementos homogéneos relacionada con los
niimeros de Fibonacei.

Observando algunos clementos de las plantas se guede
ver que forman, a menudo, dos familias de espirales: una
siguiendo la direccién de las manecillas del reloj y otra en
direccién contraria. El nfimero de espirales de una y otra
clase son, frecuentemente, dos nimeros de Fibonacei con-
secutivos.

Por ejemplo, tomando una rama joven de pino, podemos
observar que las pinochas forman dos espirales que van desde
* abajo hacia arriba de derecha a izquierda; al mismo tiempo,
forman tres espirales que van desde abajo hacia arriba de
izquierda a derecha.

Las semillas de muchas pifias forman tres espirales que
suben en pendiente suave y, al mismo tiempo, cinco espira-
les de pendiente mayor en direccién opuesta. En pifias de
gran tamafo se pueden encontrar 5 y 8 e, incluso, 8 y 13
espirales. También se observan claramente en el ananas en
namero de 8 y 13.

En muchas compuestas (por ejemplo, la margarita y la
manzanilla) se ven claramente lag espirales formadas por
las cabezuelas en la inflorescencia. En estos casos el nimero
de espirales suele ser 413 en una direccién y 21 en otra e, in-
cluso, 21 y 34, respectivamente. Un gran ndmero de espi-
rales forman las semillas de) girasol; puede llegar a 55 y 89
en cada direccidn.
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8. Los rectdngulos de justa proporcién son arménicos.
Los objetos de esta forma son de ¢dmodo manejo. Por eso,
muchos objetos usuales (libros, cajas de fosforos, maletas,
etc.) se elaboran en esta forma.

En la antigiiedad y en la Edad Media, distintos filéso-
fos idealistas convertian la belleza de los rectingulos de
justa proporcién y de otras figuras en un principio estético

I i’, |

FI1G. 12 Fl1G. 13

e, incluso, filoséfico. Mediante la justa proporcién y otras
relaciones numéricas, se intentaba explicar, y no sélo des-
cribir, los fenémenos de la naturaleza ¢, incluso, de la vida
social; al mismo tiempo, el nfimero « y sus reducidas se so-
metian a operaciones misticas. Claro que semejantes «teo-
rias» nada tienen que ver con la ciencia.

9. Terminemos nuestra exposicién con un ejemplo geo-
métrico curioso. Ahora «demostraremoss que 64=65. Tome-
mos para ello un cuadrado de dimensién 8 y cortémoslo en
cuatro partes como muestra la fig. 12 formando con éstas
un rectdngulo (fig. 13) de lados 13 y 5, o sea, de 4rea 65.

Es facil de explicar este aparentc enigma: los puntos
A, B, C y D dela fig. 13 no se hallan, de hecho, en una misma
recta siendo vértices de un paralelogramo cuya drea es igual
precisamente a la unidad de drea «desaparecida.

Esta «demostracién» incorrecta pero verosimil de una
proposicién falsa (o sofisma) se hace todavia mas «evidente»
¥ «suasoria» si en lugar del cuadrado de dimensién 8 se toma
un cuadrado de dimensién igual a un ntmero de Fibonacei
Ugy de indice par suficientemente grande. Dividamos este
cuadrado cn partes (fig. 14) y formemos con éstas un rectdn-
gulo (fig. 15). «EI vacio» en forma de un paralelogramo esti-
rado a lo largo de la diagonal es de drea 1, en virtud del



87

punto 9 del § 1. La anchura méxima de esta rendija (o sea,
Ia altura del paralelogramo) se calcula ficilmente siendo
igual a

i

Vuia+udn, )
Por lo tanto, tomando un cuadrado de dimensién 21 e¢m
y «convirtiéndolo» en ¢l recténgulo de dimensiones 34 cm

Hzn

Ugnp

Yppez

H&r—!

FIG. 14 FIG. 15

1 .
y 13 c¢m, obtenemos Vi cm, o sea, 0,4 mm aproxi-

madamente, como anchura méxima de la rendija, entidad
que escapa a la vista humana.

§5
NUMEROS DE FIBONACCI
Y LA TEORIA DE LA BUSQUEDA

1. Sabido es que, a pequefia velocidad, el automévil
gasta relativamento mucho combustible por kilémetro. El
consumo también es considerable en las grandes velocidades.
Hay una velocidad intermedia «6ptima» con un consumo
minimo de combustible por kilémetro. Por eso, es de supo-
ner que la relacién entre el consumo de combustible por
kilometro y la velocidad del automévil tiene aproximada-
mente la forma representada en la fig. 16: con el aumento de
la velocidad el consumo de combustible por kilémetro pri-
mero decrece, llegando a un nivel minimo, y después crece
constaniemente {monétonamente en términos matematicos).
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Aun cuando los rasgos principales del grafico de esia
relacién (descendienie primero y ascendiente después) son
los mismos para casi todos los automéviles, su forma con-
creta puede variar incluso para automéviles de un mismo tipo
segin sus peculiaridades individuales, el grado de desgaste
de unos u otros mecanismos, ote. En particular, el minimo

~del grafico también puede variar considerablemente.

Supongamos ahora que disponemos de un automévil y
queremos realizar un viaje por lugares donde no existe abas-

Consumeo de
combustibie

Velocidad

F1G. 16

tecimiento de combustible. Para recorrer el trayecto de
longitud méxima, tendremos que conocer con bastante
exactitud la velocidad que corrosponde al consumo minimo
do combustible. Esta velocidad sucle llamarse velocidad
mds econdmica.

Lo natural es determinarla experimentalmente reco-
rriendo a distintas velocidades trayectos de un kilémetro en
condiciones préximas al viaje y determinando cada vez
el consumo de gasolina. Puesto que estos experimentos poco
tienen de entretenido, es natural preguntarse: dcudntos
experimentos hastara realizar para conocer con cierta exacti-
tud la velocidad mas econémica? ¢a qué velocidades habrd
que doterminar en estos experimentos el consumo de com-
bustible? Estrechamente ligadas a estas preguntas surgen
dos mds: dcémo organizar los experimentos para determi-
nar la velocidad mds econdmica con la maxima exactitud?
dcudl es esta exactilud maxima?

Cuando digamos que la velocidad més econdmica ha sido
determinada «con precisién de hasta un & dado» entonderemos
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que se ha encontrado una velocidad v tal que el valor exacto
do la velocidad méas econdmica queda comprendido entre
v—=gyuv-+ e (osea, que Ia velocidad méis econémica ha
sido determinada con un error que no pasa de e).
Puntualizando, aceptaremos conocer de antemano los
limites ¢/ y v” en los cuales estd comprendida la velocidad
mas econbmica, siendo v’ no mayor y 0" no menor que la

I

|

i

l l

| |

| | |
i | |
o X X x=F

riG. 171 FIG. 18

LY e p——

velocidad méas econémica. (Por ejemplo, podemos tomar
como v’ la velocidad minima que garantiza el funciona-
miento estable del motor y como v”, la velocidad méxima
del automovil.)

2. Abstrayéndonos de este ejemplo concreto, considere-
mos el siguiente problema matemaético.

Supongamos que respecto a una funcién f (x) se conoce
que decrece a partir de un z’ dado hasta un x desconocido
y que crece a partir de ese x hasta un z" dado (fig. 17). Puede
darse, en particular, ¢l caso en que el punto desconocido z
coincida con uno de los extremos z' o z” delsegmento;
entonces la funcidén serd solamente creciento (fig. 18) osola-
mente decreciente (fig. 19). Por supuesto, aunque se dé
una de estas dos circunstancias, nosotros haremos abstrac-
¢i6n de ello. En el punto  la funcién f toma su valor mini-
mo f (z) que se denomina valor minimo. Se dice entonces
gue el punto z ofrece el minimo a la funcién y también que
es el punto de minimo do la funcion.

En adelante s6lo consideraremog las funciones que prime-
ro decrecen y después crecen llaméndolas, para abreviar,
«funciones de un minimo».
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En este pardgrafo nos proponemos analizar las posibili-
dades do la localizacién exacta del punto de minimo de la
funcién f (desde ahora f significard siempre una funcién de
un minimo aunque esto Gltimo no se mencions). Dejemos
constancia de que todo cuanto se diga sobre los minimos de las
funciones es cierto, salvo modificaciones pertinentes, también
para los mdximos.

3. Encl problema planteado, ignal que en otros semejan-
ies, intervienen tres factores: los objefives que nos propone-

HL - e

# T'LT

FIG. 19

mos, las posibilidades quo tenemos para alcanzarlos y, por
iltimo, las condiciones en que debemos alcanzar los objeti-
vos dentro de las posibilidades.

En nuestro caso el objetivo es elevar el grado de exacti-
tud con la que se detormina el punto de minimo, o sea, redu-
cir el error con quo se define este punto.

En cuanto a las posibilidades, podemos cncontrar con
exackitud, de una u otra forma (célculo, medicién o, en
ultimo caso, hipétesis), algunos valores de la funcién f en
varios puntos escogidos al azar y podemos también comparar
estos valores. :

Por 1iltimo, las condiciones estin delerminadas por la
dimensién del dominio de definicion de f, o sea, por la lon-
gitud L del segmento que une los puntos z' y z”.

Segiin lo expuesto, todo problema concreto do bisqueda
puede tener Lres aspectos:

1} {En qué grado se puede alcanzar el objetivo dadas
las posibilidades y las condiciones? En el caso que nos ocupa
csto significa lo siguiente.
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Supongamos que podemos realizar » célculos sucesivos
de Ia funcién f escogiendo los puntos correspondientes a
nuestro parecer. ¢Jin qué puntos debemos calcular los valores

de la funcién para poder localizar el punto z con la méxima
exactitud y cuél es esta exactitud?

2) éDe qué posibilidades debemos disponer para alcan-
zar nuestro objetivo dadas las condiciones?

En nuestro problema esta pregunta se puede concretar
asi. Supongamos que protendemos determinar el punto de
minimo z de la funcién f con una exactitud e dada, osea,
encontrar un punto z tal que z quede comprendido entre
z — ey z + e éCudntos célculos de f serdn necesarios y en
qué orden?

3) éQué condiciones serdn suficientes para alcanzar cl
objetivo dadas las posibilidadoes?

Ahora se trata do conocer el méximo intervalo L de va-
riacion de f (o sea, el valor méximo de la diferencia z” — z)
que garantice la posibilidad de determinar el punto de
minimo de f con la precisién dade, empleando para ello n
observaciones.

4. Hablando cn rigor, tendremos que considerar parale-
lamente dos problemas. _

Por un lado, podemos buscar ¢l punto de minimo z y
también el valor f (z) que toma en él la funcidn.

Por otre lado, podemos interesarnos sglo por ¢l punto—z

sin ocuparnos del valor f (z).

Salta a la vista que los objetivos del primer problema
(Hlamémoslo problema A) son més amplios que los del se-
gundo (problema B). Por consiguicntie, es natural esperar
que: .
~—dadas las posibilidades y las condiciones, el objetivo
del problema A se pueda alcanzar en menor grado que el
objetivo del problema B (dados el nimero 7 y la longitud Z,
en el problema B se logra un & menor que en el problema 4):

~—para alcanzar los objetivos de ambos problemas en el
mismo grado, siendo idénticas las condicioncs, el problema
A requiere mayores posibilidades (siendo iguales para ambos
problemas el error & y la longitud L del intervalo de varia-
cion de la funcién, en el problema 4 n sera mayor);

—para alcanzar los objetivos de ambos problemas en el
mismo grado, siendo idénticas las posibilidades, el problema
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A requiere condiciones menos rigidas (los valores dados de
n y de e corresponden en el problema A a unos valores de L
menores que ¢n el problema B).

5. Para que, los problomas enunciados adquieran rigor
malemitico, es preciso detenerse en un detalle importante.

Supongamos que nos interesan las posibilidades de deter-
minar con exactilud ¢ el punto de minimo z en el segmento
de longitud L (podemos aceptar, por supucsto, que el origen
de este segmento es el punto 0 y que su extremo es el punto
L). Supongamos también que se trata del problema 4, o sea,
que nos interesa tanto z como f (z).

Podemos escoger el siguiente procedimiento para deter-
minar ¢l punto z.

Tomamos entre 0 y L un punto cualquiera z y calcula-
mos los valores de f ¢n los puntos x — €, 2 y ¢ + &, o sea,
los valores

flz—z¢), f(x) y [(z+ e

(fig. 20). Por supuesto, dentro de la arbitraricdad con que
se escoge x, aceptamos que # — & == 0 de modo que se puede
detorminar el valor f(z — &); acepltamos igualmente que
x4 e L.
Puede darse el caso
fla—e)>f(x)<<f(z 4 e)

Ello significard que la funcidn f, decreciente en x — g, es
creciente en z + &. Pero, para pasar del decrecimiento al
crecimionto debemos tocar necesariamente el valor minimo.
Por eso, en nuestro caso este valor se alcanza en un punto z
comprendido entre z — e y z + e, Es decir, z dista de z
en & todo lo méds de modo que z ¢s ¢l valor aproximado bus-
cado paraz. En este caso han bastado tres observaciones
para determinar el punto z. Tal situacién, repetimos, puede
darse. Pero no cxiste seguridad alguna de que efectivamente
se dard. Hs mas, si la longitud L es grande y € es pequefio,
este fenémeno sera bastanie inesperado. Todo lo contrario,
lo mis natural en este caso es que la funcion f tome en los
tres puntos escogidos unos valores relativamente grandes
alcanzando su minimo en olre lugar muy distinto. I's decir,
ires observaciones pueden resultar suficientes y también
insuficientes,
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Pero necesitamos un plan de accidn que inevitablemente
nos permita determinar x con la exactitud & cualquiora que

sea la posicién do este punto 2. Tales planes existen. Por
ejemplo, calculemos uno tras otro los valores

140, 1(e), f(2e), ... (5.1)

hasta llegar a f(re), donde (r + 1) & es mayor que L
{fig. 21). El valor buscado serd, claro estd, el punto ke que
corresponde al menor de los valores de la sucesién (5.1).

Pero lo que nos interesa en los problemas considerados
no es determinar un plan que siempro, incluso en los casos

mds desfavorables, permita determinar z con la exactitud
requerida, sino construir el mds econdmico de estos planes,
o sea, el plan «mejor dentro de las condiciones peoresy. Las
condiciones mas desfavorables se dan cuando llega al méximo
el nimero de valores de la funcién f que debemos calcular.,
De la misma forma, el plan mds econdémico es el que permite
alcanzar el objetivo con el monor nimero de cilculos de la
funcion.

Por eso, el plan «mcjor dentro de las condiciones peo-
res» sc denomina a veces plan minimdzimo, Nosotros emplea-
remos el término éptimo.

Por su esencia, las oporaciones que recomienda e plan
6ptimo (tanto en este como en otros problemas semejantes)
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estan orientadas a la blisqueda mdas adecuada del minimo
que e ocultar de nosotros y «procura situarse precisamente
en un lugar donde no lo buscamoss». Lo dicho no tiene
nada que ver con la misltica ni con las supersticiones; es
simplemente la caracteristica de la actuacién mejor cn las
condiciones peores.

6. s importante subrayar que no siempre oxiste el plan
dptimo. Por ejemplo, en el problema B no existe el plan
optimo.

En efecto, sea L = 2 y sea n = 2. {Qué exactitud pode-
mos garantizar?

Supongamos que los oxtremos de nuestro segmento son 0
y 2. Tomemos un numero arbitrario, pero pequefio, o ¥
calculemos los valores do la funcién f en los puntos 1 —
v -+« Siocs

fl—a)<<f(1+ o),
el punto buscado z se halla entre 0 y 1 + o2 si
fl—a)y=f( + a),

z se encuentra entre 1 — a y 2. .
Pongamos

t+4o

= 7

en el primer caso Jy |

=_(l—a}+2 3—a
L g g

en el segundo. 3
En el peor de los casos, z difierc del punto exacto de

minimo de la funeién fen 1-:I2-a . Haciendo tender « al cero,
reducimos el error. Pero o no puede ser igual a 0 (porque
coincidirdn entonces los puntos 1 — o y 1 + ¢ y la com-
paracion del valor f (1 — a) con el valor f (1 + @), igual
al primero, no ofrecerd informacién alguna). Por eso, el

5 e 1 .
CITOT SeTd Sicmpre mayor [ue—-aunque podemos a proximarlo

a este nimero cuanto queramos.

En la situacion descrita todo valor positivo de o deter-
mina un plan. Cuanto mas préximo sea & a 0, mejor serd
el plan. Pero como para todo & > 0 existe un niimero posi-
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tivo menor, cualquiera que sea el plan existe otro mejor. Iis
decir, el problema B no tiens plan 6ptimo.

Sin embargo, existen para el problema B planes «casi
6ptimos» cuyos resultados sélo admiten una mejora insig-
nificante. Hablando con més precisién: cualquiera que sea
y > 0, existe un plan P, cuyo error no puede mejorar en
més de y ningln otro plan.

7. El plan determinado por la sucesién (5.1) no es el
6ptimo si & es suficientemente pequefio en comparacion
con la longitud L del segmento. Ateniéndonos a este plan,
tendremos que realizar r célculos en las condiciones peores.

Procedamos, sin embargo, de otro mode. Calculemos
Gnicamente los siguientes términos de la sucesién (5.1):

f(0), f(2e), f(4e), ..,

determinemos el menor de los términos de esta sucesion,
digamos f(2ke), y calculemos los valores [ ({2k — 1) &)
v  ((2k + 1) ). Salta a la vista que, con exactitud &, =
es el valor (2k — 1) ¢, 2ke, 6 (2k -+ 1) & que corresponde
al menor valor de f. En las peores condiciones, este nuevo

plan conduce al objetivo en -;—-{-2 pasos apreximadamente.

Si r es grande, este nlimero es considerablemente menor
que cl nimero de céleulos que requiere el primer plan.

Por consiguiente, el plan inicial no es el 6ptimo ni tam-
poco lo es el segundo (por estas mismas razones).

Pero bay una diferencia esencial entre los planes prime-.
ro y segundo: una parte de los puntos en los que el segundo
plan recomienda calcular los valores de la funcién se fijan
de antemano, mientras que la eleccién de los rostantes estd
condicionada por los valores ya calculados de la funcidn.
Intuitivamente queda claro que la eleccién de las operacio-
nes 6ptimas siempre debe estar condicionada por la infor-
macién que suministran los caleulos ya realizados. En este
sentido el segundo plan es mds perfecto que el primero. Este
segundo plan también puede ser perfeccionade'y continuando
estos perfeccionamientos sucesivos llegariamos, al fin y al
cabo, al plan éptimo.

Al localizar el minimo de la funcién, es natural comparar
todo valor nuevo obtenido para la funcién con los valores
obtenidos en las observaciones anteriores. Por eso, la elec-
¢ién del punto en el que ha de realizarse el célculo siguien-
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te (o la decisién do interrumpir los cdlculos) estard condi-
cionada, en primer lugar, por los puntoes en los que hemos
calculado ya los valores de la funcién y, en segundo lugar,
por estos valores de la funcion.

Salta a la vista que cste proceso de cdlculo sucesivo de los valo-
res de la funcidn f se determina plenamente por una correspondencia
que, para todo k >0, asigna a colecciones arbitrarias de ndmeros
Zyy Tgy +« o X ¥ 2 los valoves de la funcién f en estos puntes otro

punto zy4; o la decisién de interrumpir ol proceso tomando como =
un punto determinado. Esta correspondencia suele denominarse

funcién solvente. ‘
Todo plan determina wna funcidén solvente y, al mismo tiempo,

toda funmcién solvente determina un plan. La funcién solvente es, en
esencia, la descripeién precisa y formalizada del plan. Por ejemplo,
In funcién solvente quo dotermina el primero de los planes da{ punto
anterior haeo corresponder todo punto 0 < k << r al punto {k ~~ 1) e,
v ¢l nimero r a Ja terminacién del proceso.

El concepto de funcién solvente es uno de los mds importantes
en las Matematicas modernas. Pero, debide a su velumen, no daremos
aqui su delinicidén exacta.

8. Supongamos que el objetivo del plan P consiste en
determinar con ol minimo error y a base de n observaciones
el punto z quo ofrece el minimo a la funcién f en un inter-
valo de longitud L. Lo llamaremos plan de n pasos.

Suponganios ahora que un plan P de n pasos permite
determinar z en el segmento de longitud L con exactitud
¢, BEsta exactitud depende del propio plan P y también de

ny de L. Por eso, podemos considerarla como una funcién
de P, ny L e indicarla por v} (r, L) on cl caso del probloma
A y por th(n, L) tratindose del problema B. Por vp (n, L)
entendremos en adelante cualquiera de las expresiones
4 (n, L) o t8(n, L} (pero, por supucsio, la misma dentro
de un razonamiento concreto), :

En el caso del problema A4, un plan P, de n pasos, que
permite determinar el minimo de f en ¢l scgmento de longi-
tud L, es éptimo si v4 (n, L} no es mayor que T§ (n, L)
cualquiera que sea el plan P, es decir, si

oy (0, Ly<<8 (0, L).
Podemos expresar esto también asi
™, (ny L) = mgn $ (n, L). (5.2)
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Por consiguiente, ¢l nimero w3, L} ya no es una
caracleristica del plan sino una caracteristica del propio
problema (a saber, del problema que consiste en determinar
el punto de minimo de la funcién f mediante » pasos en el
segmento de longitud L). Como este niamere no depende de
ningin plan y s6lo depende de n y de L, podemos indjcarlo
por 14 (n, L).

En el problema B la situacién es algo mas complicada.
Como hemos vislo, no ezisie un plan 6ptimo que garantice
en las condiciones peores el error minimo. Pero existe un
error al que podemos aproximarnos cuanto queramos esco-
giendo planes convenientes. Este error, que es natural de-
nominarlo error limite, también depende sélo de las condi-
ciones del problema de modo que cs légico indicarlo por
</ (n, L), Cualquier plan conduce a un error mayor

fn, L)< w(n, L)

y, por eso, no podemos eseribir ahora una igualdad andloga
a {(5.2). '

Anticipdndonos a la cxposicién, diremos que ol resul-
tado de todos los razonamientos de oste paragrafo (a veces
dificiles) consiste en obtener unas expresiones explicitas
para t4 {n, L) y <8 {n, L). Como verecmos, en estas expre-
siones aparecen los numeros de Fibonacei:

W, Ly=

(5.3)
(5.4)

1]
Upya

L
gy

w®(n, L) =

De aqui se deduce que la renuncia a determinar el valor
£os 5 . s . 2ty 11

minimo de la funcién permite aumentar en — - veces 1a
s i n+2

exactilud de localizacion del punto de minimo. Para n su-

ficientemente grande esla razén, como hemos visto en el

s 2
punto 13 del § 1, sc aproxima a -= 1,236 lo que da un 23%

mas de exactitud.

9. Por supuesto lo que importard en lodos Jos razona-
mientos posteriores es la razén de los nimeros L y ¢ y no
sus valores. concretos. Fsta razén representa ol error relativo
que sc comete al delerminar la posicién de z. Dada esta
tazdn y escogida convenientemente la unidad de medicién

7-0308
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para x (o sea, la unidad de medicién del segmento), podemos
escoger arbitrariamente uno de los nimeros L o s.

Tista observacion lleva a la siguiente conclusién instruc-
tiva.

El cambio de la unidad de medicién en el eje z influye
por igual en ¢l valor numérico de la longitud L del segmento
y on el error de localizacién del punto buscado, cualquiera
que sea el plan P. En otras palabras, para todo A positivo
se lienc

1p (n, AL) = Mp (n, L). (5.9)

Tdénticamenle, si para describir ¢l plan que permite deler-
minar el punlo de minimo expresamos Ja posicion de los
puntos en unidades de longitud relativas (y no absolutas),
esto no inlluird en el cardcter 6ptimo del plan: los planes
oplimos seguirdn siéndolo y los demds no se hardn optimos.

De aqui se deduce directamente que toda dilatacién
{contraccién) nniforme del intervalo de definicién de la
funcion f conduce solo a una «transformacion de semejanzay
del plan 6ptimo pero no altera su cardcter de plan dptimo.

Do consiguienle, los errores tp (1, L) v ©p (n, AL) que
figuran en (5.5) se obtionen aplicando diferentes planes pero
también sc pueden obtencr con un mismo plan dransforman-
dolo semejantementon.

10. Después de estas consideraciones previas, ya harto
dilatadas, pasemos a determinar ¢l plan dptimo en el pro-
blema 4 y a demostrar las formulas (5.3) y (5.4).

Lema. Cualesquicra que sean n>=1 y L, existe un plan
de n pasos que permite encontrar el punio de minimo z de la
funcién f (de un minimo) en el segmentode longitud L emplean-
do n pasos y que posee las propiedades siguientes:

1) en cada paso se considera un segmento z'z";

2) en el primer paso se calcula el valor de la funcion f en

u , U
uno de los puntos —— L 6 2L L;
Unss Unyg

4

i+
3) al iniciar cualquier k-ésimo paso siguienie (o sea, para
1 << k << n) se conoce el valor de f en uno de los puntos

=z ;:2 (" —2') 0 zp=3"+ -t:{:i(z"——.z’}; (5.6)

+2

4) en el k-ésimo paso (1 < k < n) se calcula el valor de la
funcién en el otro punto (5.8);
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5) en el k-ésimo paso (1 << k << n) se comparan los nime-
rosf(z) yf(zy);siesf(z ) < f (%4}, en el (k + 1)-ésimo paso
se considera el segmento x'xy y sioes [ (x) > f (z,), se consi-
dera el segmento z2".

Demostracion. Apliquemos la induccidn segin n.

Si n == 1, nuestro segmento ¢s ¢l que va do 0 a L, el

valor de la funcién f se calcula en el punto -:-:#:"T L = é’-y no

hay pasos posteriores.

Supongamos ahora gue para cualguier segmento ha sido
demostrada la existencia de un plan de n pasos con las
propiedades senaladas en el lema. Construyamos el plan
de i 4 1 pasos que nos interesa comprobando, al mismo
tiempo, ¢l cumplimiento de las condlclones del lema, En
cada paso considerarcmos un segmento z'z”

73
Tn el primer paso escogemos el punto z; = ;’ﬁL yen
n+

el segundo paso escogemos el punto z, = u“” L y compara-

mos los valores f (z,) ¥ f (z,) de la funcidn. 81 fla) < iz,
pasamos al segm‘ento comprendido entre 0 y z, (dasempe-
fiando 0 el papel de &’ y z, el papel do z"); si se tiens f (%;) >
> f (x,), pasamos al segmento comprendldo entre 2, v L
(tomando z, como z" y L como z”}. En ambos casos la lon-

gitud del segmento considerado es “"": L.
bny

Realizados estos dos pasos, estaremos, respecto al
segmento considerado, en las mismas condiciones que
después de realizar el primer paso en un proceso de n pasos.

Efectivamente, en el segmento de longitud -2*2 I se
R+

conoce el valor de la funcién f en el punto que dista

:”” L de uno de sus extremos. Por esto, podemos emprender
n+3

cste proceso de n pasos y llevarlo a cabo. En virtud de la
hipétesis inductiva, podemos aceptar que para los dltimos r
pasos se cumplen las condiciones 3), 4) y 5). Luego, resta
solo analizar las condiciones en que comicnza y se realiza el

segundo paso. Pero, salta a la vista que el punto f"?L tiene
n+

la misma forma quo la primera de las expresiones (5.6) en
el caso & = 2 si en ésta se toma n -+ 1 en lugar de n; el

T
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) It - 7 ‘z
punto E‘—”—z_’L (que cscogemos desempefia, en la situacion
Ty

correspondienle, ol papel de la segunda expresién.

Con esto queda demostrado el paso inductivo y también
el lema.

11. Bl plan de n pasos, cuya existencia hemos demostrado
en el lema anlerior, se denomina plan de Fibonacci de n pa-
sos o, abreviando, plan 77,

Teorema. 1) £l plan F,, es el inico plan dptimo de n pasos.

2) tha (n, L) = ui .

LR
Demostracion. Apliquemos la induccién segin n.
Consideremos primero un plan de un paso que consiste

en escoger conmo z un punlo & del intervalo comprendido en-
lre &’ y x". s evidenle que en las condiciones mas desfavo-
rables el error puede alcanzar el valor del méximo de los

nimeros 2° — z 6 z — ', Si estos niimeros son distintos, el
e L ; .
error méximo pasa de < ; si los nlimeros son ignales, el error

v : L
wdximo cs igual a 5
Es decir, 77 es el plan 6ptimo de un paso y
A L L
TF, (]‘ L) =T=E .

Si n = 2, ¢l plan F, consiste en calcular y comparar los

valores f (%L) yi (%—L) , escogiendo para = ¢l punto
zL si j(%b)gf(%L) y
FLosi f(gL)>1{31L).

Salta a la vigta que cl error maximo en la determinacion del
L

- L
valor exaclo de « llega en este caso a e

= L
7,2, L)==,

Hy

Cualquier otra eleccion del punto conduce a errores mayores.
Ilemos demoslrado, asf, la base de la induccién.
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Supongamos ahora que el plan de Fibonacci F, tiene la
propiedad sefialada cn el teorema y consideremos los pla-
nes de n -+ 1 pasos.

Realizadas en el plan Fh4, las dos primeras observacio-
nes de la funcién f y comparados sus dos valores encontra-
dos, reduciremos el probloma a Ia aplicacion del plan F,
en el segmento de longitud :“” L conocicndo el valor de la

n+d s
funcion f en un punio; en las peores condiciones esto con-

duce al error

LTS )__ itpsz A _ Hnaz L _ L
T?‘n (n’ n+d i) Untd T (H., L) - Ups3z Upa2 T
Por consiguiente,
A L
Trng (R +1, L) = Bmsi -

Resta demostrar que el plan F,yy es Oplimo.
Tomemos con este fin los valores de la funcion f en dos

puntos arbitrarios z Y 7, {concretando, aceptaremos que
&, < z,). Comparados los valores f (z;) y f(2,), tendremos
que buscar el punto z en el segmento comprendido entre 0
y %_o en el segmento correspondicnte a los puntos z, y L.
1
PR/
Unys

y f (%)) > [ (z,), lendremos que aplicar un plan do n pasos
para determinar el punto de minimo de f en el segmento

de longitud L — 7, mayor que

Uyt Unpz—Unl Hpaz
L e TR L — + + L — i3 L
Unsd Unsd “nes

Si el punto z, ocupa incluso la posicion mds favorable en
este segmento, el error en su localizacion serd, debido a la

IJ'

Hna3 .
Razonamientos semejantes permiten ver que todo plan

que comienza con la eleccién de un punto

hipétesis inductiva, mayor que

73 Upe2
- e Ly
2 > =
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también conduce, en circunstancias desfavorables corrospon-
dienles, a un error en la determinacién de z mayor que el
del plan F, 4.

Supongamos ahora que

i tngy
%> L,
n+d

Si el punto z se encuentra cfectivamente entre 0 y z,, para
localizarlo nos quedan n — 1 observaciones, mientras que
la longitud del segmento que contiene cse punto es mayor

1] . . .
que ﬁL. Por consiguiente, incluso cl plan F,_; (que en
n+
estas condiciones cs, por hipélesis, dptimo) conduce a un
CLTOT Mayor que

A ("___1’ iy L)= Un4d tf: (n—1, L)=

F

n=-1 Wpsd Un43 n=-1
Hnad L = L
Une3 Hnat Uned
Andlogamente se considera cl caso
S a2 1
B> Unyg

Por consiguiente, 7+ es el plan 6ptimo y hemos demostrado
el teorema.

Es decir, cl Ginico punto de minimo de la funcion f pue-
de ser localizado mediante n observaciones en el segmento

de longitud L con un error que no pasa de —
n+2
Por cso n observaciones bastan para determinar el pun-

to de minimo de la funcion f con cl error €, 0 con un error
menor, si la longitud del segmento no pasa de giun4,.

Finalmenie, para estar seguros de que ¢l punto de mi-
nimo de la funcién f queda localizado en el segmento de
longitud L con un error que no pasa de ¢ ¢s necesario un ni-
mero n de observaciones tal que

L
iy < KUnsgze

[emos respondido de csta forma a todas las preguntas
planteadas en el punto 3.

12. Es ficil obtener la solucién del problema B basén-
dose en la solucién dada para cl problema 4. .
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Supongamos que tenemos un segmento de longitud L.
Realicemos los n — 2 pasos primeros del plan de ¥ibonacei

F, _;. Obtendremos entonces un segmento de longitnd -
n+i
con extremos en unos puntos =’ y z” conociendo, adcmés,

el valor de f en uno de los puntos z; = 2’ 4- —— 0 7, =
LY
* v
T | : T’
1 | I 1
Ly A
| ! | | 1
i I | o
11 I | 1 |
b i <, ' — —
& .r,—zf I Iy & x" ozt J} Ly T "
FIG. 22 FIG. 23
=gz’ - “21' . Consideremos el primero de estos casos (el

n+
otro se analiza de un modo andlogo).
Supongamos, pues, que se conoce ¢l valor f (z;). Tomemos

un nimero y de valor absoluto menor que uI , calculemos
el valor f(z, — y) (serd el (n — 1)-ésimo valor caleulado
para la funcién f) y comparemos los valores f(z,)
f(zg — )

Si f (zy) <f (z, — ) (fig. 22), estd claro que z se encuen-
tra entre z' y 2, — y. Caleulemos el valor

(£50) o ()

(este serd cl dltimo, n-ésnno, valor caleulado para la [un-
cién f).
Si se tiene

o= )</ (=)

(en la fig. 22 hemos indicado este caso con la eruz x), el
punto z se halla enire &' y z,. Pongamos

o __{.‘6'+-T11 "

I———-—-z .
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Kl error que cometemos al determinar asi z no pasa de la
milad de la longitud del segmento comprendido entre z’

. Si cs

-

¥ 2y, 0 sca, no pasa de

2ity4q
f{a—%) >1(=)

(el caso o en la lig. 22), el punto z queda situado enire
Xy — -} y o, — y. Tomando

i=g[(m—F)+ @],
cometenmos wn error Gue no pasa de
Tl@-n—{a-})]=7 (n-a-F)=

Sea ahora f (z,) > f (zy — v) (fig. 23). Entonces = estd
enlre x, v a”.
Calculemos [ (x,) (el @llimo valor calenlado para f).
i
fzs — )< [ (%)
(el caso o de la fig. 23), el punto = s¢ encuentra entre 7y y
%y, tomando z = —é-(.rl =+ z,), comeciemos un orror de

I.l
e 2“_r|4-1
Por Ullimo, si

Lodo lo mds.

1
j("‘z —y) =

[{ze —¥) > [ (2g)
{el caso X de la fig. 23), el punto z gc halla entre z, — y ¥
] = 1 ”
z"; tomando z = - (2" + {24 ~ y)], comelemos un error

2
que no pasa de

1w 1 L T )
Iz --(-T:;-—l’)l=7(m+\’) L e v

Iis decir, cn el peor do los cases nueslro error puede llegar
L ¥ . L B 5
A 2¢an+_,+7.a“ siy>0ya g PR 0. Sin embargo,
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como la eleccién del nimere y dopende de nosotros, pode-

mos aproximar el error a

; tanto como queramos.
2it gy

- L
Solo resta demosltrar que el error ;— no puede ser
ntt

2u
disminuido.

Pero del tcorema del punte 11 se doduce que cualquier
modificacién en los primeros n — 2 pasos del plan descrito
conduce al aumento de la longitud del segmonto donde se
realizan los caleulos posteriores para localizar el punto de
minimo y, por ende, conduce al aumento del erfor maximo.
Resta sélo mostrar que son 6ptimas las operaciones que se
realizan en los dos filtimos pasos.

Sefialemos, ante todo, que la modificacién de Jas ope-
raciones descritas puede consistir en qite para = se tome no
el punto medio del segmento, donde efoctivamente se halla
ese punto, sino ofro punto. Estd claro que el error posible
serd igual entonces a la parle mayor del segmento, es decir,
el crror avmenta. Luego, debemos necesariamente escoger
el punto medio del segmento.

Ademés, podemos realizar el dltimo célculo de f en un
punto que no sea proéximo a z; (a z,, respectivamente). Pe-
ro ¢l error posible en este caso aumentara proporcionalmente
a la distancia entre estos puntos.

Por Gltimo, lo misnmo ocurre si para el penaltimo calcu-
lo de la funcidon f se escoge un punto alejado de z, (respec-
tivamente do ).

Es decir, ninguna modifieacién del plan descrito podra
Lacer disminuir cl crror posible en menos de -2-"-'1-1 . Con es-

g
to queda resuelto el problema B. )

1 lector podrd responder a todas las deméas preguntas
plantecadas en el punto 3 con relacién al problema B.

" 13. En los puntos anteriores, ademas de describir el plan
de Disqueda, hemos dado precisiones acerca del plantea-
micnto del problema, enunciados sobre el concepto del plan
6ptimo y fundamentos del cardcter 6ptimo del plan cons-
truido. Tales disgresiones son elementos inseparables de
cualquier razonamiento matemdtico que tiene como fin,
ademds de explicar ¢l proceso, demostrar que esle proceso es
precisamente el que nos intercsa. En muchos casos sc pre-
cisa, sin embargo, la descripeién exacta de las operaciones
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como tales y pierde su importancia toda la argumentacion
de las mismas; por ejemplo, cuando se ha solucionado ya
un problema y se trata aplicar ¢l mélodo empleado. En
estos casos, més que la base matematica de la justeza de la
solucidn, necesitamos instrucciones precisas, que no dejen
lugar a ningwoa ambigiicdad, sobre ¢l modo de aplicar ese
método.
El plan de la bisqueda més exacta del punto de minimo
x para la funcion f en el segmento desde 2’ hasta z” en el
caso del problema A, cuando sélo se trata de alcanzar los
objelivos «praclicosy sefialados, se asemeja al plan que per-
mite definir la especic de una plania mediante el clasifi-
cador hotdnico. (Notenios que la clasificacién de una planta
es también bitsqueda.) Adquiere la forma siguiente (si no se
indica a qué punte se debe pasar, ha de pasarse al siguiente):
17, Comparar 1y n
a) si n =1, pasar al punto 20
b)sin>1, pacar al punto 4°.

2°. Calcular z= -lx .

3°. Calcular f(z) y concluir el proceso.
4°, Calcular

Ve (5 — )

Ly

Ty = '+ :irul (IH .‘.E!).
n+2

5°. Calcular f (zy) v f (z,).
6°. Comparar 2 y n:

a) si n = 2, pasar al punto 7°%

b) si n>2, pasar al punto 10°.
7°. Comparar f (z;) y f {zo):

a) st [ (z) <f(xg), pasar al punto 8%

b) si f(2)) > [ (z,), pasar al punto 9°.
8°. Tomar z = E concluir el proceso.

9°. Tomar z = concluir el proceso.
(=):

10°. Comparar f (2:) y f
.}, pasar al punto 11°%
)s

y
Ty ¥
) ¥
a) si f(2) < S (2
b) si f(:cl)>j{z pasar al punto 14°.
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11°. Indicar z, por =",
Zy por Z,
n—1 por n.
12°. Calcular

5=z 44— (2—2)

Uny2

13°, Caleular f(x;)} y pasar al punto 6°.
14°, Indicar

z, por ',
Z, por i,
n — 1 por n.

-

15°. Caleular

=il (af  af).
Unag ( )

Ty = .'L"+

16°. Calcular f(z,) y pasar al punto 6°

14. Bsta descripeion del plan dptimo de la bisqueda del
minimo de la funcién f es absolutamente exacta y no deja
lugar a licencia alguna. Aplicado a cada funcién concreta f,
al segmento desde z’ hasta z” y al niimero » seiiala una suce-
sién precisa de operaciomes. Sin embargo, esta descripcidn
es bastante enrevesada y dificil do abarcar.

Por eso damos otra descripcion de este plan en forma de
un esquema (fig. 24).

Tales esquemas suelen llamarso blogue. La elaboracion
del esquema bloque es, cominmente, la primera etapa en
la elaboracidn del programa para la computadora.

15. Para concluir, veamos un ejemplo de aplicacion del
plan descrito en los puntos 13 y 14 buscando mediante 5
calculos en el segmento desde 1 hasta 2 el punto z que ofrece
el minimo a la funcién

[(@)==+V7z.

Anticipemos una observacién importante.

La bisqueda del punto que ofrece el minime (o el maxi-
mo) de una funcién dada en forma enalftica (o sea, mediante
una férmula que permite caleular los valores de la funcién)
es preferible realizar empleando no los métodos de la Teorfa
de la bisqueda, sino otros mélodos, mds adaptados a esta
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]l.
SF No
- - l
=-_ N T ol 'T,$'+ﬁL{x’Lx';
" Lo 2 ort f uﬂ'ﬁz
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@) roe)
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Fin
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LEE AT IEA]
§f No
4
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Fin Fin

2

fa,) ¢ Fla,)

e

Ty &, =T
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a-f-~n 1=l ==

15°
. U, — L 2T R
Zailh 2 (5t Tph 2 rex
U,,, » a2
13° 5*
fx,) fex,)
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situacién, que forman parte del Céleulo diferencial. Por eso,
debe temersec cm cuenta que nuestro ejemplo es puramonte
ilustrativo. El Célculo diferencial permite encontrar ficil-
monte que on este caso z =/ 4 = 1,5874011... Nosotros
obtendremos una aproximacion mucho mis tosca. Sin em-
bargo, cuando de antemano no se conoce nada acerca de la
funcidn (a excepcion de que pasa del crecimiento al decre-
cimiento) o si las expresiones que la definen son muy com-
plejas, los métodos del Célculo diferencial no se pueden apli-
car v la Teoria de blsqueda resulta un instrumento atil.

1°. Comparando n = 5 y 4, tenemos n == 1, y, por eso,
pasamos al punto 4°.

4°, Caleulamos

e B (P e B 10 BUOH,

Hpy2 13

By =’ 4L (57— g) = 1 4 o (2—1) = 1,61538.

n4+2
5°, Calculamos

o) =5+ VT=1(1,38461) =
=(),72222 +1,17670 =1,39892,
f(e) = o+ V 7=1(1,61538) =
= 0,61905 4- 1,27098 = 1,89003.

6°. Comparando n =5 y 2, tenemos n 3= 2 y, por eso,
pasamos al punto 410°,
10°. Comparando

f(z) = 1,89892 v f(z,) = 1,80003

vemos que f(z,) > f (,); pasamos por cso al punto 14°.
14°, Indicamos

7 -2’ = 1,38464,
xz — .'L'l = 1,61538,
n =4,
15°, Calculamos

$2=II+-—E-’-!-E-;— (.I“-—I') —

=1,38464 -1-% (2—1,38461)=1,76927,
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16°. Calenlamos

fla) =2+ Y T= (1,76927) =

y pasamos al punio (°

6°. Comparamos n = 4 y 2; pucsto que n = 2, pasamos
al punto 10°. ;

10°, Comparamos [ (z) = 1,89003_y [ (x,) = 1,89534;
puesto que f{z)) < f (x,), pasamos al punto 11°

11 Indicamos

= 2" =1,7G923,
= 2y ==1,61038,

Lh ]
n==u,
12°. Calenlamos

ttn

=z | (2" —x")y=

Unag
—1,38401 + - (1,76923 — 1,38461) = 1,53846.

13°. Calenlamos

@)= o+ V=1 (1,53846) =
= 0,65000 - 1,24035 = 1,83035
¥ pasamos al punto 6°.
6°. Comparamos n = 3 y 2; puesto que n 5= 2, pasamos
al punto 10°.
10°. Comparamos

f(z,) = 1,89035 y f (x,) = 1,89003;
puesto que [{x;) > f (z,), pasamos al punto 14°.
14°. Indicamos
xy = 2" = 1,53846,
Ty =» 2 = 1,61538,
n=2.
15°. Calculamos

aanlBR Hnaq N
rp=1' - Ry (2" —2a")

~1,53846 4 2~ (1,76923 —1,53846) = 1,69231.
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16°. Calculamos

fla) =+ VR=1(1,623)=
—0,50091 1,30089 = 1,89170

v pasamos al punto 6°,

6°. Comparando n y 2, lenemos n = 2 y pasamos al
punto 7°.

7°. Comparamos

f(zy) = 1,89003 y f (x;) = 1,89170;

puesto que f{zy) << f (2,), pasamos al punto 8.
8°. Tomamos z = 1,61538.
En virtud del teoroma del punte 11, el valor encontrado

para z difiere de la posicién cxacla del punto de minimo en

%:%:—;«3—:0,077 todo lo més. De hecho ol error
n+d T

cometido es menor: es igual a 0,028. Nétese que el valor
obtenido como minimo de la funcién f, o sea, f (z), es igual a

1,89003 y difiere s6lo en 0,00015 del valor minimo exacto

de f, igual a
f{VZ)z?}TJFVEm;’l“ 3 —1,83988.

De aqui se deduce que durante el cdlculo los valores de z
se ;}ueden determinar con menor precisiéon que los valores
de f.

Esta conclusién no tiene nada de extraiio por si misma.
En efecto, la exactitud limife con la que determinamos los
valores de = depende de la sxactitud con la que podemos de-
{erminar en nuestras condiciones el valor del punto de mi-

nimo z (sabemos que esta exactitud es jgual a 3-3--) . En

cambio, los valores de la funcién f deben huscarrég con la
exactitud que permita comparar dos valores suyos determi-
nando cada vez el valor minimo y ¢l valor méximo. Por
eso, si los valores f (a) y f (b} difieren considerablemente
y si esta diferencia se observa ya al calecular toscamente
f(a) v f(b), podemos determinarlos con poca precisién.
Al contrario, si los valores f (a) y f (b) son préximos, debe-
mos realizar célculos més precisos para determinar el ma-
yor. Puesto que al principic (antes de comenzar los cdlcu-



112

los) desconocemos la diferencia entre los valores comparados
de Ia funcidn, podemos «no dar on ol blancos y caleularlos
con exactilud insuficiente para decidir cudl do estos valo-
res es el mayor. Fn esle caso habrd que repetir los caloulos
realizéndolos con mayor precision lo que exigivd esfuerzos
complemenlarios.

Todo lo dicho plantea la necesidad de estudiar el pro-
blema sobre la posibilidad de «dirigir la exactituds en el
proceso de cdleulo. Sin embargo, estos problemas son bas-
lante coraplejos ¥ no entran ya dircclamentc en el tema de
nuestro libro. ;

A nuestros lectores:

«Mir» edita libros soviéticos traducidoes al espaiiol, inglés,
francés y drabe. Entre ellos figuran las mejores obras de las
distinlas ramas de la ciencia y la técnica; manuales para los
centros de cnseiianza superior y escuclas tecnolégicas; lite-
ratura sobre ciencias naturales y médicas. También se in~
cluyen monogralias, libres de divulgacion cientilica y eien-
cia ficeion.

Dirijan sus opiniones a Bditorial MIR, I Rizhski per. 2,
129820, Mosct, GSP, I-110, URSS.
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