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Subtemas previos

Puntos y rectas notables de un triangulo. Paralela media

Angulos entre dos rectas paralelas y una secante. Condicion necesaria para que dos rectas sean
paralelas

Angulos inscriptos y angulos al centro.

Arco capaz. Lugar geométrico de Thales

Propiedades de un cuadrilatero.

Condicidn necesaria y suficiente para que un cuadrilatero sea un paralelogramo, un rombo, un
cuadrado.

Condicidn necesaria y suficiente para que un cuadrilatero sea inscriptible.

Criterios de congruencia de triangulos

Semejanza

Criterios de semejanza de triangulos

Teorema de la altura, teorema del cateto, teorema de Pitagoras



PRUEBA DIAGNOSTICA 6° Cientifico-Matematico, Matematica Il:

Fuente: Pag. 4 y 5 libro Geometria- Un curso de geometria métrica para el segundo ciclo — Zambra-
Rodriguez Dipierro- Belcredi

1. Construye un triangulo ABC.
a. Traza las bisectrices
b. Traza las medianas
c. Traza la circunferencia circunscripta al triangulo ABC
d. Identifica circuncentro, baricentro e incentro.
2. B es un punto exterior a una recta (r), A es un punto de la recta ( r) (diferente de la proyeccion
ortogonal de B sobre (r)). Traza una circunferencia tangente a la recta ( r) en A tal que B pertenezca
a la circunferencia
3. Construye con regla y compas
a. Unangulo de 30°
b. Un triangulo equilatero conocida su altura
c. Unrombo conociendo las longitudes de sus diagonales
4. Demuestra que el cuadrilatero ABED es inscriptible sabiendo que B, E son proyecciones ortogonales

de D sobre los lados del triangulo AJC (segln figura anexa)
f d

a.

Segun la prueba anterior se podréa indagar si los alumnos conocen:

» Lineas y puntos notables de un triangulo

» Condicion para que una recta sea tangente a una circunferencia y condicién para que dos puntos
pertenezcan a una circunferencia (definicion de circunferencia)

Propiedad de las diagonales de un rombo.

Construcciones elementales con regla y compas (propiedad de la bisectriz)

Propiedades de un triangulo equilatero

Condicidn para que un cuadrilatero sea inscriptible

El enfoque del curso correspondiente a geometria en el plano y en el espacio se realizara utilizando
el programa Geogebra para facilitar la investigacion y deduccién de propiedades métricas. Asimismo
se promovera en los alumnos el desarrollo de habilidades que les permita integrar recursos
informaticos en el aula, fomentando el trabajo en equipo y la asignacién de diferentes roles dentro
del mismo.
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ESTRUCTURA DEL CURSO

Geometria métrica en el plano

Geometria métrica en el espacio: clasificacion de poliedros, aplicaciones del teorema de Pitagoras,
teorema de Thales, célculo de distancias, aplicaciones del teorema de la altura o del cateto. (ver)
Geometria analitica

CRITERIOS A CONSIDERAR EN LA EVALUACION DEL CURSO

Asiduidad y puntualidad (a)
Trabajo en clase, incluyendo actitud y responsabilidad frente al curso. (tc)
Se realizaran tres presentaciones de carpeta:

o En el mes de mayo (segunda quincena) los alumnos tendran que presentar una carpeta con los
ejercicios trabajados en clase adjuntando iméagenes de las construcciones realizadas con
geogebra, teniendo impreso dentro de la imagen el nombre, apellido y fecha de realizacion
del ejercicio. En el caso que se haya realizado en equipo (menos que 4 integrantes) se
informara previamente al docente. ()

o En el mes de agosto se realizara una segunda entrega de carpeta correspondiente a ejercicios
de geometria analitica

Las calificaciones de los dos parciales deberan sumar minimo 16 puntos, en ninguno de ellos podra
obtenerse calificacion menor que 5 para la promocién de la asignatura. (p)

Se realizaran 4 escritos ademas de los parciales (e)

Se valorara el trabajo domiciliario (td) 20% califi. Aprox.
Formula para calcular el promedio

_a+4 tct+4c+4e+6 p+2td

PR: = en caso de gue no haya parcial o escrito se eliminan del
1+4+4+4+6+2 a yap

denominador los coeficientes de los términos faltantes en el numerador. Condicion para promover
Parcial 1> 4, parcial 2>4. La férmula anterior se ira estudiando durante el curso y analizando la
ponderacién de los términos incluidos.




Puntos vy rectas notables de un trianqulo.

v BISECTRICES, INCENTRO

Si trazamos las bisectrices de los tres angulos internos de un triangulo,
estas se cortardn en un mismo punto, que se denomina Incentro (Oi), vy
que resulta ser el centro de la circunferencia inscrita al triangulo.

v ALTURAS, ORTOCENTRO

Las Alturas de un tridngulo, son los segmentos perpendiculares trazados
respectivamente desde cada vértice, a la recta que contiene a cada lado
opuesto. Las tres alturas de un tridngulo se cortan en un mismo punto, que
se denomina Ortocentro (Qo). El tridngulo resultante de unir las tres bases
de las alturas (Ha,Hb,Hc), se denomina triangulo ortico, y el Ortocentro(0o)
resulta ser el incentro de dicho tridngulo ortico.

+ MEDIANAS Y BARICENTRO

gt

Las medianas de un tridngulo, son los segmentos determinados por cada vértice y B Sk_//"
el punto medio del lado opuesto. mb/«; \"9"\_‘&

Las tres medianas de un tridngulo se intersecan en un mismo punto, que se /,/' "3\\ \\
denomina Baricentro(Ob). El segmento determinado por cada vértice y el B e 0

baricentro mide 2/3 de la respectiva mediana.
+ MEDIATRICES Y CIRCUNCENTRO
Si trazamos las mediatrices de los tres lados de un tridngulo, estas se cortaran en

un mismo punto, que se demomina Circuncentro(Oc), y que resulta ser el centro
de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

Paralela media

Angulos entre dos rectas paralelas y una secante. Condicion necesaria para que dos rectas sean
paralelas



Anaulos Inscrintos Y, anaulos al centro
Angulos en la clrcunferencla

o angulo al centro

B angulo inscripto

¢ angula semiinscripto

Angulo al centro: en una circunferencia un angulo al centro de arco AB
es aguel gue su vértice es el centro de la Cfa. Y sus lados son: OB y OA

Angulo inscripto: es aquel el cual el vertice pertenece a la cfa. y cuyos
lados la cortan en puntos distintos del vertice.

Angulo seminscripto: es aquel que tiene el vértice en la Cfa., un lado
secante y el otro tangente.

Angulo interior es aquel cuyo vértice pertenece al circulo.

Angulo exterior es aquel cuyo vértice no pertenece a la circunfenrencia
ni al clrculo v sus lados son secantes.




l. Relacion INSCRIPTO con CENTRAL:

Todo angulo inscripto es igual a la mitad del angulo central que
abarca el mismo arco:

ABC =12 de AQC

Primer caso:

El centro O esta en un lado del
angulo. El angulo central AQC es
exterior del triangulo AOB; =
- angulo AOC = ACB + ABO

Pero el angulo OAB = al ABO por
ser angulos en la base del trlfangulo

A ADB istsceles;
AOC =2 ABC: ABC=1: AQC

Segundo caso:

El centro O es interior a ABC
uniendo B con C, queda el angulo
ABC, descompuesto en [a suma
de: ABM + MBC, ambos en la
condicion del caso anterior.

El angulo ABM = 2 AOM;
MBC =1 MOC. =
ABC =% (AOM + MOC) = ¥ AQOC




INTERICR - EXTERICR

Sea gl ABRC = pralargamos EC hasla #
ericonilrar la Cfa. En &7 oy unlmos esis "
punka con & =n el Ffangulo 48" el
aniguia dada es exbEnor

ABEC =80 + BAD yoama eslos =an
aniguias Inscripbas que abarcan las
mismas arcas qua el anguls dado ¥ [as
prolongacicries de =u lado resutias

Lin Ao g variog indaror 3 a Cfal ES
B suma 02 o5 A0g0s nscriplos gue
Fhavcan o MESTRGS ATCO s quE 4 ¥ s
e sio oor ol vivlica,

=en el ranguia AEC . Unimos A& con © D en & trlanguio AZ2C el anguio

dada as inlesra, ¥ pussio que & angula ABC + BAD" = al angulo ACC
bxnbamos:

Anguly AEC = ACC —BAC™ =

Lin angulo de vérlice =xlericer a una Cfa, &5 igual a la dierenda enire los
dangulas Insoriptas correspordienl=s a los dios arcos que abarcan sus
lados: por tanfo, &= meras guE el anigulo Inscr plo &5 0.

U angulc de verlice sxlericr a una Cfa. , Ueres por medida 13 semidilfersncia de
los ancas qus abarcan sus Edios.




Arco capaz. Lugar geométrico de Thales

PASOS PARA SU CONSTRUCCION

EXPLICACION DE LA CONSTRUCCION DE UM ARCO CAPAZ TRAZADO SOBRE UM
SEGMEMNTO AB DE 5 CM ¥ ANGULOD 60°

Hallar todos los puntos del plano desde los cuales se ve los extremos del segmento AB
bajo un angula de &0°

Procedimisnta:

1) Trazar &l segmento AB

21 En el semiplano de borde AB dibujar el angulo de 07, si dibujo el angulo de 607
como la figura, el arco capaz quedara dibujado en el semiplanc opussio.

3] Para construir como en este caso un angulo de 607 con compds consirne un
triangulo equilatero (todos sus angulos miden 607), Circunferencia de centro A v
radio &, circunferencia de centro B y radio & por lo que AD=DB=AB

4] AF es perpendicular a AO por A

9] AE corla a la mediatriz de AB en E, E es el centro de la circunferencia gque confi=ne
el arco capaz

6] Con cenfro en E yradio AE=EE dibujo &l arco ACB (el arco rojo es el arco capaz, el

arco simetrico respecio de AB también { no esta dibujado) para mo marearts
comienza con este razado




Teorema de Thales y consecuencias

Lema previo

H) rs={0)} T) OBi=BB:r,...~B.E.
AL An L AsET
B,B., ...B,es
ABy [ AB: || .. || AuB,
OA = A A= = A Ay

Haremos una demostracion por induccidn completa.
Paso base: la propiedad se cumple para n=2

Como ﬁl'!ﬁg, As s punio medio de O,
Entonces en el tridngulo OA:B:, la recta A\B, es paralela media.
Por lo tanto B, es punto medio de OB,, asi que se¢ cumple la tesis.

Pazo inductivo: Hiua) la propiedad se cumple para n=h
Tau) la propiedad se cumple para n=h+1

Como la propiedad se cumple para n=h, entonces
OB~ BB:=,...=B..B. Falta demostrar que BuBy,.
también es igual a los demis.

Consideremos la recta t, paralela a s por el punto A
Sean Py () los puntos de corte de t con AB, v A By
respectivamante.

BiBs.1Ana P es paralelogramo = ﬁ:-m

En el tndngulo Ay AwaQ la recta AyP es paralela medsa, por lo tanto Ay P =FOQ
Finalmente By BJPQ e5 paralelogramo = F'ﬁ'-!'ﬂz._'-f.!n

Por la propiedad transitiva, podemos afirmar que By, By =;ByBi.1, lo cual completa la
fesis.
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Teorema de Thales

H)y O, Ay B alineados dOA) dOA)
O, A" v B alineados JIOB] OB
AA'|| BB

(Lo demostraremos para segmentos conmensurables')

Si OA y OB son conmensurables, existe un segmento u que “entra”
una cantidad entera de veces en OA ¥ en OE. Si por los extremos
de esos segmentos trazamos paralelas a AA', estaremos en las
hipdtesis del Lema anterior; asi que sobre la recta OA' estas
paralelas determinarin segmentos iguales entre si.

d [OVA) _dOA

d[0.B] (0B

Por lo tanto,

Ejercicio

Demuestre el siguiente corelario: 510, A, B, C, D alineados y O, A", B, C, IY
d{AB)_JlAB)
d|C.D) o (O,

alineados y ademias AA' || BB || CC || DIY, entonces

Reciproco

H) O, Ay B alineados T) AA'| BB
0, A" v B alineados
dIOA)]  dOA)
OB} d 0B

Haremos una demostracion por el absurdo.

Supongamos que AA' v BB’ no son paralelas. Entonces la paralela a
AA' por B corta a A'B' en un punto Z=B".

d (OA)  d{OA

d{0.B] d(0Z]

. Emtences of O,B") = {0, L) ¥

Por el teorema de Thales, tenemos que

o [OA}_ o [OA")
d OB} 10,8
por lo tanto B'=Z (lo cual contradice la suposicion anterior).

pero por hipdtesis

11



Prof Pable Fervari

Otro corolario de Thales

H) O, A vy B alineados dOA)  dIAA)
0, A" v B alineados D d{OB) J (BB
AA' | BR

Sea WeBB' wl que AW || OB
d0A]_d(BW)
dl OB} o B,B)

Por Thales (en las paralelas OB v AW) tenemos que

Pero como AAB'W es un paralelogramo, E’-_,'E_‘W_
d0A] _dlAA]
d OB} «BB')

Por Lo tanto,

Propiedades de un cuadrilatero.

Condicidon necesaria y suficiente para que un cuadrilatero sea

un

paralelogramo, un rombo, un cuadrado.




Condicibn necesaria y suficiente para gue
" Ciclicos

un cuadrilatero sea
CUADRILATEROS:

condiclones suflclentes:

1. SimzACNbisb=D

— A B.C.I) =on ciclicos

_.-"'-:"i".
oA -~
-
!
.
h
L 5
3 k1

_\—\—_ L]
—— z
o]

£
s
2. 51 ABD =90" y ADC = 90" es suficiente para demostrar que ABCD es
ciclico pero no es necesaria porque hay cuadrilateros que son ciclicos
pero no cumplen esta propiedad.
A I'.h——
Il.h"".\_
' "'s._'x
(Y
|I 1‘\.
". ffg:
L

Por L.G. de Thales AD es didmetro (') de una efa. (jue pasa por B y por C.




Criterios de congruencia de triangulos

Criterios de igualdad geométrica de triangulos

H) ABCy A'B'C’ triangulos T) ABC=A'B'C'
AB=AB
AC=A'C
BC-BC

. —_ = =

H) ABCy A'B'C’ triangulos T) ABC=A'B'C
AB- A5

ACSATT

BAC=BA'C

. —_— =

H) ABCy A'B'C' triangulos T) ABC=AB'C
ABZAB
ABC=,A'B'C

Objetivo: el alumno deberé investigar en grupo cuales son los criterios de
congruencia y plantear un ejercicio como aplicacién por cada caso presentado (trabajo
grupal- 3 integrantes)

EJERCICIOS LIBRO CONGRUENCIAS Y HOMOTECIAS HECTOR PATRITTI- ANA COLO
uTu



Ejercicio No.16

Dado un triangulo ABC sea M el punto medio del lado AB. Traza por el punto M las
paralelas r v s a las rectas BC y AC respectivamente. Sean: N =rnAC , P=snBC,
a) Demuestra que son congruentes los triangulos AMN , MBP, PNM y NPC. (scte
sugiere aplicar criterios de igualdad de tridngulos).

b) ;Qué relacion puedes deducir entre los segmentos MNyBC: MPyYAC [y NPy
AB?

= a 2 & = m - =

s||AC |, se cumple que: ang.NAM =ang.PMB (correspondientes)
a) Comox r| [BC , secumpleque: ang.NMA =ang.PBM (correspondientes)
seg. AM = seg.MB

Ana Colo Herrera Heéctor Patritti

se concluye por 2do.Criterio de igualdad de triangulos que :
triang. AMN = triang. MBP (*)

Por lados paralelos por construccion el cuadrilatero MPCN es paralelogramo lo que

nos permite afirmar que:

triang. NMP = triang. PCN (**)

De la igualdad (*) se deduce que seg.MN = seg.BP. Siendo ademas r| | BC podemos
afirmar que el cuadrilatero MNPB es oaaralelogramo y por fanto:

triang. NMP = triang. MBP (***)

Las igualdades marcadas con asteriscos demuestran lo pedido.

b) De la igualdad de segmentos MN = BP = PC se concluye que:

MN=lBC MF‘=1HC NP=1AB
2 2 2

MN| |BC M™MP||AN  NP||AB.

15



Ejercicio No.17

Sea MNPQ un cuadrado de lado a y centro O. Se toman los puntos A , B y C tales
que: Ae seg MN , Be seg NP, C e seg PQ y son congruentes los segmentos MA |
NB y PC.

a) Probar que el triangulo ABC es rectangulo e isosceles (usar congruencia de
triangulos).

b) Probar que los puntos A, C y O estan alincados. Deducir que: OBLAC.

Ejercicio No.17

a) En el cuadrado MNP(} se cumple:
PB=FN-BN

AN =MN-MA } = PB=AN

Como:
ang.CPB = ang ANB = 007
COP = BN por construccién m—-. triang.CPB = triang ANB
PB = AN {2do. Criterio)

De la igualdad se concluye que: AB=BC ang.CBF = ang. BAN

Como los dangulos BAN y ABN son complementarios { tridngulo ANB) concluimos
que ang. CBP +ang. ABN=00" c——> ang CBA =90"
EL triangulo ABC es entonces rectingulo 1sosceles.

Q a C P

hd A el

16



Ejercicio No.19
Sea (C ) una circunferencia de diametro AB y centro O En el arco superior AB se
consideran los puntos C v D tales que el angulo COD= 907,

Sean C7 y I} las proyecciones ortogonales de C v D sobre AB | respectivamente.

Ana Colo Herrera Héctor Patritti

Capitula [ — Ejercicios penerales sobre Congruencias- Enunciados

a) Demuestra que son congruentes los tndngulos OCC” y ODD".

by 51 (€ )} es la circunferencia tngonométrica (radio unidad) la igualdad que
demostraste en la parte antenor te permite relacionar las lineas trigonométricas seno
y coseno de dngulos que difieren en M. ;Recuerdas esas relaciones?. Vuélvelas a

dedueir.

17



Ejercicio No.19

cJ

a) Los segmentos OC y OD son congruentes por ser radios de la circunferencia.
ang. C"OC +ang. D'0OD =9

== ang. COC '=ang. D'DO
ang. D'D0 + ang. DOD™= 90
ang. CC'0 =ang. DD0 =98
Los triangulos CC'0 v DIVO son pues rectangulos con dngulos iguales e igual
hipotenusa , por lo que resultan iguales.
b} 3i(C) esla circunferencia tngonometrica | Radio unidad ) v llamamos
ang.DOD'=8 ang. DOC= W'+ 0 recuerda que:
Medida del segmento DD'= sent} Medida del segmento OD'= cosi
Medida del segmento CC™=sen (90" + 8)  Medida del segmento OC "= - cos(207+8)
Teniendo en cuenta la parte a) del ejercicio podemos entonces escribir que:

sen 8= - cos (907 + ) cos B =sen [ 907 + ).

Ejercicio No.20

Se trazan las tangentes a la circunferencia (C ) desde un punto P segin figura.

Probar usando igualdad de triangulos que:
a) Seg. PT) =seg. PT:

b} Semirecta P{O) es bisectnz del angulo T,P T
¢) Sermurecta O(P) es bisectniz del dngulo T,0T, .
d} Recta OF es mediatnz del segmento T\ Tz .

18
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AN

Ejercicio No.20
P

L
a) En los triangulos PT,0 y PT20 se cumple:

seg. 0T =seg, OT:  (radios)
seg. OF comin
ang.0OT, P = ang. OT,P= 90"

Capitulo I — Ejercicios generales sobre Congruencias — Resoluciones

En consecuencia ambos triangulos son congruentes en virtud del primer criterio de
congruencia.
Se deduce entonces que seg. PT, =seg. PT,
b) De la misma igualdad de triangulos se concluye tambien que:
ang.OPT, =ang. OPT: —=> semirecta P(O) es bisectriz del ang.T,PT> .
¢) Idem: ang. POT, =ang. POT; =—ssemirecta O(P) es bisectriz del ang T,0T-.
d) P € mediatriz del segmento T T, pues PT, =PT;
Oe mediatriz del segmento T, T> pues OT, =0T;
— PO es mediatriz del segmento T, T-.

Angulos entre dos rectas paralelas y una secante. Condicion necesaria para que dos rectas sean
paralelas

Angulos inscriptos y angulos al centro.

Arco capaz. Lugar geometrico de Thales

Propiedades de un cuadrilatero.

Condicion necesaria y suficiente para que un cuadrilatero sea un paralelogramo, un rombo, un
cuadrado.

Condicidn necesaria y suficiente para que un cuadrilatero sea inscriptible.

19



Semejanzas

# Definicién de semejanza.
“ Es toda funcion del plano en si mismo que cumple:

1. Es biyectiva.
2. Conserva la alineacion y el orden.

3. ¥ ABincluido en el plano , si Z(AB )=A'B’ entonces

A'B’ . . , .

—— =K KeR" Alnimero real K se le denomina  razén de semejanza”
AB

PROPIEDADES

# La semejanza conserva los angulos.

# Las congruencias son un caso particular de semejanza (K= 1).

# La homotecia de razon k es una semejanza de razon |k| . ( AB || A'B").

# La composicion de semejanzas es otra semejanza.

# Dos figuras que se correspondan en una semejanza se dicen figuras semejantes.

Si Z(F)=G notaremos F = G.

Criterios de semejanza de triangulos.

1. Dos tridangulos son semejantes si tienen dos lados respectivamente proporcionales
y el angulo comprendido igual.

2. Dos triangulos son semejantes si tienen dos angulos iguales.

3. Dos triangulos son semejantes si tienen los tres pares de lados respectivamente

proporcionales.

Definicion. A todo punto unido en la semejanza se le llama “centro de semejanza™.

#» Toda semejanza puede expresarse como composicion de una Homotecia y una
Congruencia o viceversa.

# Llamamos semejanza DIRECTA a la que conserva el sentido del plano e
INVERSA a la que lo invierte.

> La composicion de una Congruencia Directa y una Homotecia es una semejanza

DIRECTA.

Ana Cold Herrera Heéctor Patritti

v’ Criterios de semejanza de triangulos
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Teorema de la altura y del cateto

Capitulo XII — Semejanza - Enunciados

Ejercicio No.12

Sea ABC un triangulo rectangulo en A , H es el pi¢ de la altura correspondiente al

veértice A.

Utilizando semejanza de triangulos demuestra que:

AH’=BH.HC (Teorema de Ia altura)

Ejercicio No.12

Considera los tnangulos AHB vy AHC. Se cumple que:
ang. AHB = ang AHC = 90°
ang. ABH =ang HAC  ( por complementarios del ang. BAH )}

los triangulos AHB y AHC son semejantes.

En consecuencia sus lados serin proporcionales y podemos escrbir:

AB AH BH

AC CH AH
De la altima igualdad concluyes:

AH'=BH . HC

Ejercicio No.13
En el mismo tridngulo del ejercicio anterior demuestra que:

a) AB’=BH.B

b) AC 2—CH.BC ( Teorema del cateto )

Considera ahora los tnangulos AHB y BAC de la figura del gjercicio anterior.

Se cumple que: ang.AHB = ang.BAC = 90¢
ang.ABH comin
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En consecuencia los triangulos AHB y BAC seran semejantes y podremos escribir:

AB BH AH
BC AB AC
De la primera igualdad concluyes que:

AB*=BH.BC

Los triangulos AHC y BAC también serdn semejantes pues:
{ ang. AHC = BAC =90°

ang.ACH comun
. AC HC AH
En consecuencia: = =
BC AC AB
De la primera igualdad concluyes que:
AC’=CH.BC
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Ejercicio No.14
Considera una circunferencia (C ) de centro O y radio R.
P es un punto exteriora (C' ) v r; ¥y ra dos rectas que contienen al punto P y son

secentes a la circunferencia segun indica la figura.

A ()

a) Demuestra que los triangulos PA'B v PAB™ son semejantes y concluye que:

PA.PE=PA.PB’

b) 5ila recta r; se transforma en una de las tangentes a la circunferencia trazada
por ', demuestra que los tnangulos PAT y PBT son semejantes , v concluye que:

PA.PR=PT"

I
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(C)
Los triangulos PA'B y PAB’ son semejantes pues:
ang. APA" comin
{ ang. PBA'=ang. PB'A  por inscritos en (C ) que abarcan el mismo arco AA".
PA PB AR
PA" PB" A'B

En consecuencia:

De la primera igualdad concluyes que:
PA .PB=PA". PB’

b)
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Capitulo X1I - Semejanza -Resoluciones

Los tnangulos PAT v PTB son semejantes pues:
{ ang. TPA  comiin

ang. PTA =ang. PBT por seminscrito e inscrito en {C) abarcando el mismo

arco AT.
En consecuencia:
E=E=£ — FA . PB=PT"
PT PB BT
c)
Circunferencia {C ) de centro O y radio R.
PO=d
PA=d-R

PB=d+R } =* PA.PB= (d-R)(d+R)=d°-R’
Al producte PAPB que como puedes concluir del resultade anterior | es
independiente de la posicion de la recta r , se le denomina: * POTENCIA DEL

PUNTO P RESPECTO DE LA CIRCUNFERENCIA (C) ™.

25



Teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras®

[H) ABC recto [T) di A B rdiC.BY =l ACY

C
Sea H = Proy,AB). H
Aphicando el teorema del cateto a cada uno de los catetos
obtenemos oA, BY = d{ A H)»d(AC)
¥ d(C,BY = d(C,H}d(A.C)

Sumando: d{ABY +d(CBY= [o{AH)ytdd(C,H)]-(AC) B
y como J{ A Hy+d{ C,H) = o A,C), podemos afirmar que of A, BF+o{C,BY = d{A,CY.

* El teoremsa de Pithgoras probablemente sea el teorema del cual se conocen mas demostraciones
diferentes. Busque otras demostraciones del teorema de Pithporas.




Potencia

Potencia de un punto respecto de un segmento

Defintcidn: Llamaremos podencia de un punto respecto de un segmento AR a la funcidn

Potiz: AB—R {dominio la recta AB v los nbmeros reales) tal que:
si Pe AR = Pot(P) = ai P, A)ul| P B)
si PeAB = Potigi P) = P, A)NP.B)

Eiemplo: Sea AH un seemento tal que oA, B)= o. La potencia del punto medio de AR
es: Potm(M) = /(M Ay AM B =-Vig-Via=-da

Teorema
Dada una circunferencia B, unpunto P vuma rectarquepasapor Pycortaa ® en A y
B. la potencia de P con respecto a la ceerda AH no depende de la recta r elegida.

H) ¥ circunferencia Ty PotxiP) = Potgsi P}
P punio
ryrrectas que pasan por P
i = (AL B T
'l = 1AL B
Los tridngulos FAR Y Fi?ﬁ SO0 SCMCjanics porgus A
tienen dos dngulos iguales (el dngulo en P es ¢l k\ I
mismao v los dngulos en B v B' son iguales porque Zp h—_~H

estin inscriptos en ' v abarcan ] mismo arco AA').

d(FA) _d(PB
diPA d(PB)C
Entonces df PLAYd{P,B) = P AP BY. O sea que PolgiP) = Pots(P)

o
Como PABR' - PA'B podemaos aficmar que

Potencia de un punto respecto de una circunferencia
Definicidn: Llamaremos potencia de un punto respecto de una circunferencia ¥ a la
funcion Polg:m—R (dominio el plano y codominio los ndmeros reales) tal que:

Potg{ ) = Pot P}, siendo AR una cuerda cualquicra de ¥ que esté alineada con P
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Proposicion
(2" expresion de la potencia)

Hy ¥ circunferencia de centro O y radio » | Ty Polg{P)} = a(P,07 - #
P pusnio

Sean A v B tales que PO = 1A B)

Potg(P) = d(PAYd(PB) = (d(P,0) — F) (P00 = r) = o P00 -

Ejercicios ’
. Sea¥ una circunferencia de centro O v radio 4; sea J un punio tal que O J}=2 v
K = Hr AC). Calcule Potg(O), Potg(l) v Polg({K).

Sca ¥ una circunferencia, P un punto exterior v T un punto de ¥ tal que PT es

I

tangente a § . Demuestre que Poig{P) = (P,TF  (3* expresidn de la potencia).
3. Sean A, By C tres puntos alineados en ese orden. Sea ¥ una circunferencia variable
que pasa por B v C, v sea T el punto de contacto de una de las tangentes a ¥ por A,

Demuestre que 1A, T) es constante v halle el lugar geomérico del punto T.




Cjercicio
Pruebe que la semejanza es una relacion de equivalencia en el conjunto de las figuras.

Criterios de semejanza de triangulos

H) ABC- ABT T} ABC - ABC
BAC=BAT

Sea B"eA'B tal que A'B"- '_B' ¥ sed CeA'C tal que
Eﬁ-rﬁ Como BA -!B!'—'i?", entonces (por el
criterio LAL de igualdad de mangulos) — "
Es decir, exisig una isometria m tal que A B’
m{ABC)=A'B"C". e
Por otro lade, como ABC=,A'B'C, resulta que
AB'C=A'B'C, de donde B"C” es paralela a B'C". Por lo y B
tanto (por el teorema de Thales) se cumple que
diAB)_d (AC') lo que nos permite afirmar que ’ ) c
o (AB") S(ACT)T

existe una homotecia & tal que ﬂ{.@}-ﬂﬁ’.

. . . . W
Finalmente, s1 cngsmemmus la semejanza £ = fr-m l2nemos que E{ﬁ}-ﬂ‘ﬂ‘ﬂ", de
donde - ;

Ejercicio
Dremuestre los siguientes criterios de semejanza de ridngulos:
o AN
BAC=, BAC l o
Teorema: oA B') _ d{ AC) = ABC~AB'C
d{AB)  dlAC)

d (A _d{AC)_d(BC 1|=ﬁ.yﬁ,
d{AB} d(AC) d(BC)]|

Teorama:




Teorema del cateto

En todo tridngulo rectinguloe, la medida de un cateto s media geométrica entre 1a
medida de la hipotenusa v la medida de la proyeccidn de ese cateto sobre la hipotenusa.
H) ABC recto Ty {ABY = A H)a{A,C)

H = Prov.(B)

Los tridngulos ARD ¥ ABC comparten el dngulo en A, v B
tienen respectivamente los angulos en Hy en B iguales
eeométricamente por ser rectos. Por el 17 criterio de
SeIMEjanza, son semejantes, y por lo tantoe se cumple que

d | ABl _dlAC)
d(AH) d(AB)

. de donde se llega a la tesis. A H C

Teorema de la altura
En todo tridngulo rectingulo, la medida de Ia altura que pasa por el véntice del angulo
recto s media geométrica entre las medidas de los segmentos que determina la
proyeccion de ese vértice sobre la hipotenusa.
H) ABC recio T) (B HY =i A H)-{C.H)

H = Proy.{B)
Se demuestra de manera similar, viendo la semejanza entre ABH v BCH.

Observacion

Estos tecremas nos dan un procedimiento geomeétrico para I

construir un segmento cuya medida sea la raiz cuadrada de la =~

medida de otro segmento AB conocido: Sea C pertenecienta a ! S

la semirrecta opuesta de AB tal que oA, C)=1_ 5ea D el punto o | 1 s g

de interseccion de la perpendicular a AB por A con una
semicircunferencia de didmetro BC. Por lugar peométrico de
Thales, el dngulo BDC es recto, v por el teorema de la altura,
d(A, DY = {AB). Asique o [ ADI=vyd (A B].

RECTA DE SIMSON

Investigando propiedades para llegar a la recta de Simson: M es un punto del plano, R, Q y P son las
proyecciones ortogonales de M sobre los lados o prolongaciones de los lados del triangulo ABC.
A)Teniendo en cuenta los cuadrilateros MQPC y ARMQ, muestra que los angulos PQM y PCM son iguales
( o suplementarios), idem para los angulos RAM y RQM.. (Conocimientos previos condicién necesaria y
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suficiente para que un cuadrilatero sea inscriptible, angulos inscriptos). Lugar de Thales.

Recta de Simson

* 51 consideramos un tranzule v su circunferencia circunscrita. Los tres puntos
obtemdos al proyvectar un punto P cualquiera de la circunferencia sobre las rectas
que contienen a los lados del tnangulo, estan alineados (es decir, son colineales,
estan sobre una nusma recta). La recta que contiene a estos tres puntos se conoce
con ¢l nombre de recta de Simson

# Dicho de oira manera, la recta de Simson ez la recta que contiene a los tres
puntos obtenidos al proyectar un punte cualgueera de una circunferencia
crcunserita 4 un triingulo sobre las rectas gue contienen a los lados del
trianguls. (Para proyvectar un punto cualquiera de dicha circunferencia sobre las
rectas que contienen a los lados del tmanzulo, se trazan rectas perpendiculares
desde ese punto a las rectas que contienen los lados del tiangulo)

DIBLLO DE LA RECTA DE SIMSON

31



Consideremos el tniangulo ABC v un punto P sobre su circunferencia circunscrita. Los
puntos Py, P.. P; son las provecciones de P sobre las rectas gue contienen a bos lados del
triingubo.

+ S1nos fljamos en las proyvecciones P, v Pa:

Como ¢l sezmento PB es la hipotenuza del tnangulos P-BP v del tnanzulo PP, B,
entonces ambos triangulos rectanzulos tienen circunscrita una circunferencia
cuyo diimetro es ¢l segmento PB.

Como los anzulos <P,P.B v =P,PB subtienden ¢] mismo arco de circunferencia,
entonces ambos angulos son 1zuales. {Nota: Se utihzo el simbole < para denotar
anzulo)

+ D¢ la nusma forma, si ahora nos fyamos en las provecciones P, v Py
El segmento CP es la hipotenusa del tnangulo CPP: v del tnangulo CPLP,
entonces ambos triangulos rectanzulos tienen circunscrita una circunferencia,
cuyo diametro es el segmento CP.
Como los angulos =CP,P, y <<(CPF, subtienden el mismo arco de circunferencia,
entonces ambos angulos son 1guales.

+ Por ultimo demostraremos que los angulos <P P,B v <CP,P, son 1zuales, siendo
estos angulbos opuestos por el vertice al cortarse la recta de Simson y ¢l lado CB;
por o que los puntos P, P, v P, estan alineados. Para demostrar la pualdad de
esos dos aneulos basta demostrar la de sus eourvalentes <P PB v <CPP-.



El angulo <P,PP, cs suplementario de <CAB, va que ¢l cuadrilatero es inscriptible en
una ciccunferencia (esto es porque esta formade por dos triangulos rectangzulos de
hipoteruza comin, triangulo rectangulo APP, v triangulo rectangulo AP, P).

El angulo <CPB tambien es suplementanio de <CARB. va que ¢l cuadnlatero esta inscrito
en una circunferencia. Restando a ambos angulos (<P:PP, v <CPB) ¢l angulo =CPP, s¢
obtiene que los angulos <P, PB v <CPP, son iguales.

Por lo tanto los angulos <P, P.PB vy <=CP.P; son 1izuakes (son anzulos opucstos por ¢l
vertice). Entonces los puntos P, P, v P, estan alincados.
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b) Investigar cual es la condicidn para que las proyecciones ortogonales de M sobre los lados del
triangulo, estén alineados.






C) Muestra que si M y M’ son dos puntos de la circunferencia circunscripta al triangulo ABC, las
rectas de Simson de M y M’ son perpendiculares si M y M’ son diametralmente opuestos. Realiza la
investigacion utilizando el programa Geogebra.

Identifica en la

figura el punto M’ que por error lleva otro nombre.



Circunferencia de Feuerbach (cfa de los nueve puntos)

Circunferencia de Fenerbach (cfa, de los 9 puntos)

Para todo tndngulo ABC existe una circunferencia que contiene los puntos medios de
bos lados, bos pres de las alturas y los puntos medios de los segmentos determmados por
el ortocentro v los tres vértices.

Esta circunferencia se conoce con el nombre de circunferencia de los "nueve puntos” o
de Feuerbach.

DEMOSTRACION:

Ji\m\
—— -

i
5 2 ™ Y

Los puntos P,. Py, P, v Py estan sobre una misma circunferencia de didmetre P, Pova
que los angulos <PoPsPs v <PoPyPs son rectos (PoPs v PoPs son paralelos ¥ miden lo
mismo por ser paralelas medias de tnangulos con la misma base AB; lo mismo sucede
con PPy v PuPy por ser paralelas medias de triangulos con lo misma base OC; ademas
AB v OC son perpendiculares, razon por la cual P,P,P.P, e5 un rectanzulo).

El mismo razonamiento nos convence de que Po,P-. Ps v Py, estin sobre ln misma
circunferencia de didmetro PoPe.



../materiales%20varios/cfa%20de%20los%209%20puntos.Feuerbach.pdf

AN
4 2

T,

A & e B

Por tltimo como el ingulo <P.P.P, es recto v abarca el diametro PLP, de la
circunferencia, resulta que el punto P+, pie de la altura trarada desde C, tambicn
pertencece a la circunferencia anterior. Lo mismo sucede con Py v Pa.



Trigngulo Ortico
Defimicidn:

Thdo on trangulo ABC llzmamos triangulo driico del ARC al tridrguls cuyos vortices
son los pies de aburas desde 4 By C.

Propiedad:

“Las tres alturas de o trigegulo son bisectrices de su iridngwle ortica”

o en oitras pabbras,

“El arfocenire de un Irdngmlo ex ef meentro de nr trigegulo drifoo ™

Diemopstracidn:

Sea ARC uniridngulo vy A B, yC, bspiesde laalboms desde A B yC
respect ivamenie.

- HACB, es mscrpiible porque los angulos HA,C = HREC =50°
2. HABC, es mecripithle porque os angulos HA, R = HC B = B = 0F
1. Elingulo AC,C esrectangulo en €, €l angulo BB, A es reciangolo o B,
4- sr=al angulo HA B,= HCRB, por mscriplo en HACE,
5- Eneltridngulo AC,C los dngulos ACC,=HCR,=q
CAC=00
- En of mangulo AB,B ksanculos AHE, =9 o
Cyil= oy
T AHB, =CHH = o
C,BH = C,AH porimscripiible
En HARC,
B CAH=HAB=~
9. Por lo tanio A H es bisectrir del dngulo O, AH,

ANALOGAMENTE SE PRUEBA QUE LAS RESTANTES ALTURAS 50N
RISECTRICES EN EL TRIANGULD ORTICD




Recta de Euler

E_:_- Recta de Euler

\
[A medianas
[ Mediatrices

E Alturas

E Recta de Euler

http://www.educaplus.org/play-180-Recta-de-Euler.html



http://www.educaplus.org/play-180-Recta-de-Euler.html

La altura CK y la
mediatriz MF son
paralelas.
Losangulosen CyenF
son alternos internos
respecto ala
transversal CF.

1Y
Los segmentos FLy LC
son proporcionales por
teorema de las
medianas. \
oo\
2] B

Los segmentos CHy FG
son proporcionales por
ser segmentos de
tfriangulos semejantes.

Los trigngulos HCL y LGF
son semejantes

1 persona ha recortado esta diapositiva

N
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Segmentos cuya medida es un numero irracional

Para la parte de construcciones de segmentos cuya medida sea un namero irracional se trabaja con el
material 100 construcciones geométricas de Kormanisky

http://red.infd.edu.ar/blog/wp-content/uploads/2014/11/100-Construcciones-Geometricas-
Resumen.pdf

Se complementa con el material que puede adquirirse en
http://maralboran.org/web ma/Anaya/USB/3ESO/documents/02 Lecturas y act.pdf



http://red.infd.edu.ar/blog/wp-content/uploads/2014/11/100-Construcciones-Geometricas-Resumen.pdf
http://red.infd.edu.ar/blog/wp-content/uploads/2014/11/100-Construcciones-Geometricas-Resumen.pdf
http://maralboran.org/web_ma/Anaya/USB/3ESO/documents/02_Lecturas_y_act.pdf

